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11. INTRODUCTION
Au cours de cette e´tude, nous allons analyser expe´rimentalement la dy-
namique de deux tourbillons paralle`les, tournant dans le meˆme sens, nomme´s
vortex corotatifs. Les tourbillons sont cre´e´s sans vitesse axiale, sans stratifi-
cation et dans un e´coulement incompressible. Cet e´coulement constitue l’une
des interactions les plus simples qu’il est possible de construire avec deux
tourbillons. Une autre interaction de base, constitue´e de deux tourbillons
contra-rotatifs, c’est-a`-dire tournant en sens contraire, a de´ja` e´te´ e´tudie´e en
de´tail par Leweke & Williamson (1998). Ils ont montre´ qu’il apparaˆıt des
instabilite´s tridimensionnelles a` grande et a` petite longueur d’onde, ainsi
que des phe´nome`nes de reconnection.
Dans notre e´tude, la paire de tourbillons corotatifs tourne sur elle-meˆme.
Elle rend l’e´coulement instationnaire, ce qui peut grandement modifier la
nature des instabilite´s. De plus, il apparaˆıt un phe´nome`ne de fusion des
deux tourbillons, qui peut interfe´rer avec les e´ventuelles instabilite´s. Cette
interaction est ainsi un e´coulement simple, donnant lieu a` de nombreux
phe´nome`nes complexes. Malgre´ ce caracte`re fondamental, il existe peu de
donne´es expe´rimentales sur cette interaction, ce qui motive en partie ce
travail.
1.1 De l’importance des tourbillons
L’observation des e´coulements fluides indique la pre´sence fre´quente de
structures tourbillonnaires, constitue´es de tubes de vorticite´. Nous pre´sen-
tons ici quelques exemples de tourbillons a` diverses e´chelles. Ces exemples
sont en rapport avec notre e´tude, car ils pre´sentent des phe´nome`nes que
nous retrouverons dans notre e´coulement.
Au niveau plane´taire, l’atmosphe`re des plane`tes posse`de des structures
circulaires pouvant atteindre des tailles non ne´gligeables. Ces tourbillons
sont stabilise´s par la rotation de la plane`te et peuvent avoir des dure´es de
vie supe´rieures a` 300 ans, comme dans le cas du point rouge de Jupiter (voir
figure 1.1) ou du point noir de Neptune. Sur notre plane`te, le mouvement
des masses nuageuses s’organise en cyclones et anticyclones. Leurs e´volutions
et leurs interactions dictent les e´changes de chaleur et d’humidite´ entre les
diffe´rents points du globe, et sont a` la base de la me´te´orologie moderne.
Cependant, contrairement a` notre e´tude, ces tourbillons sont extreˆmement
influence´s par la rotation de la terre et par leur stratification interne.
L’inte´rieur des plane`tes peut aussi cre´er des tourbillons. Par exemple,
le noyau externe de la terre est constitue´ de fer a` l’e´tat liquide. La rota-
tion propre de la terre entraˆıne ce fluide en un tourbillon sphe´rique compris
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Fig. 1.1 – Photo de Jupiter, indiquant la pre´sence de grosses structures tourbillon-
naires, dont le fameux point rouge qui mesure 39000 km de long et 13000 km de
large.
entre le manteau interne et le noyau interne. Les instabilite´s tridimension-
nelles de cet e´coulement, comparables a` l’instabilite´ elliptique qui apparaˆıt
dans notre e´tude, semblent eˆtre a` la base du champ magne´tique terrestre.
L’effet dynamo qui en est la cause est encore mal compris a` l’heure actuelle.
Ne´anmoins, le meˆme effet est observable dans le soleil et toutes les plane`tes
ou e´toiles posse´dant un fluide conducteur en rotation.
A l’e´chelle humaine, des tourbillons sont cre´e´s dans les sillages d’objets,
qui sont regroupe´s en deux classes : les objets profile´s et les objets non pro-
file´s. Les sillages d’objets non profile´s cre´ent des tourbillons perpendiculaires
au mouvement de l’objet. Ils se de´versent alternativement dans un sens puis
dans l’autre, cre´ant une alle´e de Be´nard-Von Karmann (voir Williamson
1996). Les instabilite´s tridimensionnelles des ces tourbillons semblent eˆtre
lie´es a` l’instabilite´ elliptique.
Les objets profile´s correspondent a` des ailes d’avion ou a` des pales
d’he´lices, et induisent des tourbillons qui sont paralle`les au mouvement de
l’objet. Par exemple, le sillage lointain d’un avion est compose´ d’une paire
de vortex contra-rotatifs, comme visible sur la figure 1.2(a,b). En revanche,
le sillage proche d’un avion est plus complexe et de´pend beaucoup de la
ge´ome´trie des ailes. En position d’atterrissage ou de de´collage, un tourbillon
est cre´e´ au bout de chaque volet. La figure 1.2(c) montre un tel tourbillon,
de´marrant au milieu entre le volet et l’aile. Il tourne dans le meˆme sens que
le tourbillon de bout d’aile. Le sillage proche est ainsi compose´ de chaque
coˆte´ d’une paire de tourbillons corotatifs, qui fusionne ensuite en un unique
tourbillon. Le sillage lointain contient alors deux tourbillons contra-rotatifs
hautement e´nerge´tiques, qui peuvent rester actifs plusieurs minutes. Ces
tourbillons sont un danger pour les avions suivants, car ils provoquent un
mouvement de roulis et un mouvement de descente, surtout sur des avions
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Fig. 1.2 – Pre´sence de tourbillons dans les sillages d’avions. (a) Visualisation du
tourbillon hautement e´nerge´tique cre´e´ par une aile d’avion. (b) Le sillage lointain est
compose´ d’une paire de tourbillons contra-rotatifs qui se tanslate vers le bas. (c) Photo
personnelle du tourbillon cre´e´ par un volet, lors de l’atterrissage sur l’ae´roport de Nice.
de petite taille. Pour e´viter les accidents graves, les ae´roports doivent aug-
menter les distances entre deux avions successifs, limitant ainsi la cadence
d’atterrissage et la capacite´ de l’ae´roport. A l’heure actuelle, de nombreuses
e´tudes cherchent a` mettre en oeuvre des moyens de controˆler le sillage proche
des avions en jouant sur les paires de tourbillons corotatifs, afin d’atte´nuer
plus rapidement les tourbillons du sillage lointain. C’est pourquoi de plus
amples re´sultats sont ne´cessaires sur l’interaction entre deux tourbillons co-
rotatifs.
Dans les couches de me´lange a lieu un autre type d’instabilite´ lorsque
le nombre de Reynolds est suffisamment e´leve´. Il s’agit de l’instabilite´ de
Kelvin-Helmholtz (voir Drazin & Reid 1981). Winant & Browand (1974)
et Brown & Roshko (1974) ont montre´ que cette instabilite´ engendre des
tourbillons aux fortes amplitudes. Ceux-ci tournent dans le meˆme sens, car
la vorticite´ de l’e´coulement est toujours de meˆme signe. La visualisation
d’une couche de me´lange est montre´e dans la figure 1.3. Le meˆme processus
a lieu dans les jets. L’axisyme´trie du jet favorise la cre´ation de tourbillons
circulaires appele´s anneaux de vorticite´. Ces anneaux peuvent eˆtre observe´s
par les ‘ronds de fume´e’ qu’ils cre´ent dans le cas de la fume´e de cigarettes.
Il apparaˆıt, au vu de ces re´sultats, que les tourbillons sont souvent le
re´sultat d’une instabilite´ primaire d’un e´coulement initialement laminaire.
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Fig. 1.3 – Couche de me´lange entre de l’Azote et un me´lange He´lium-Argon (d’apre`s
Roshko 1976). Les strutures constitue´es de tourbillons corotatifs fusionnent, donnant
lieu a` des vortex de taille croissante
Il semble donc probable qu’ils soient a` la base de la transition vers la tur-
bulence (Orszag & Patera 1983). De plus, ces tourbillons deviennent par-
fois instables par rapport a` des perturbations tridimensionnelles. Il sont
alors un moyen efficace de cre´er une turbulence tridimensionnelle. Enfin,
en e´tirant ces structures, on re´duit leur taille transverse, ce qui cre´e une
cascade d’e´nergie vers les petites e´chelles. Ce processus apparaˆıt d’autant
plus re´aliste que de re´centes e´tudes nume´riques (Vincent & Meneguzzi 1991,
Kida & Okhitani 1992 et Jimenez et al. 1993) et expe´rimentales (Cadot
et al. 1995 et Villermaux et al. 1995 ) ont montre´ la pre´sence de struc-
tures tourbillonnaires, constitue´es de minces filaments de vorticite´, dans les
e´coulements turbulents. Lundgren (1982) a de plus montre´ qu’il e´tait pos-
sible de retrouver un spectre d’e´nergie variant avec le nombre d’onde a` la
puissance 5/3 en superposant des tourbillons et des nappes de vorticite´, ce
qui a e´te´ pre´dit par Kolmogorov et valide´ expe´rimentalement (voir Frish
1995).
Si les tourbillons sont effectivement a` la base de la dynamique des e´cou-
lements turbulents, il apparaˆıt ne´cessaire de connaˆıtre leur stabilite´ et la
fac¸on dont ils se de´placent, afin de pouvoir pre´dire leurs e´volutions dans un
e´coulement ge´ne´ral. L’e´tude de ces vortex est d’autant plus inte´ressante que
le mouvement d’un fluide se de´duit simplement de sa vorticite´. L’e´volution
du fluide est ainsi de´termine´e de manie`re e´quivalente par une e´quation sur
la vitesse ou sur la vorticite´. A cause du terme d’advection dans l’e´quation
d’e´volution de la vorticite´, les tourbillons suivent au premier ordre le fluide
comme un filet de colorant. En ne´gligeant la taille du cœur, nous pouvons
ainsi pre´dire la forme et le mouvement d’un tourbillon au premier ordre uni-
quement. Mais l’e´volution re´elle du tourbillon est bien plus complexe et fait
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Fig. 1.4 – Visualisation de tourbillons en turbulence tridimensionnelle : (a) ex-
pe´rimentalement en injectant des bulles d’air a` l’aide d’une sonde (visible sur la droite
de l’image) d’apre`s Cadot et al. (1995), nume´riquement dans une boite carre´e d’apre`s
Vincent & Meneguzzi 1991 (b) et pour une transition vers la turbulence d’ondes de
gravite´ d’apre`s Arendt et al. 1998 (c).
intervenir d’autres processus, qui ne peuvent eˆtre explique´s qu’en prenant en
compte la taille non nulle du cœur du tourbillon : reconnection, instabilite´ el-
liptique, e´clatement tourbillonaire, fusion, instabilite´ de jets tournants. Deux
de ces phe´nome`nes apparaˆıssent dans l’e´coulement que nous allons analyser :
la fusion et l’instabilite´ elliptique, ce qui justifie l’inte´reˆt de notre e´tude.
1.2 Pre´sentation de l’e´coulement e´tudie´
L’e´coulement que nous allons e´tudier est constitue´ de deux tourbillons
tournant dans le meˆme sens. Ils sont repre´sente´s sche´matiquement sur la
figure 1.5(a). Lorsque les deux vortex sont identiques, l’e´coulement est ca-
racte´rise´ par trois parame`tres qui sont :
– la circulation Γ de chaque vortex varie entre 5 cm2 s−1 et 50 cm2 s−1,
– la distance de se´paration b entre les deux tourbillons est proche de la
distance initiale entre les pointes des deux pales, c’est-a`-dire environ
3 cm,
– la taille du cœur a de chaque vortex sera de´finie de manie`re pre´cise











Fig. 1.5 – Pre´sentation de l’e´coulement e´tudie´. (a) Syste`me de deux tourbillons de
tailles a1 et a2, se´pare´s par une distance b et de circulations Γ1 et Γ2. (b) Lignes de
courant obtenues pour deux tourbillons ponctuels, dans le repe`re tournant avec la paire
de tourbillons.
Cela permet de de´finir deux nombres sans dimension qui caracte´risent
l’e´coulement initial.
– le nombre de Reynolds est de´fini comme le rapport entre la circula-
tion Γ d’un vortex et la viscosite´ ν du fluide : Re = Γ/ν. Dans les
expe´riences, nous avons fait varier le nombre de Reynolds entre 500 et
5000.
– le rapport initial (a/b)0 entre la taille du cœur a et la distance de
se´paration b correspond a` la taille du cœur adimensionne´e a` l’instant
initial. Il varie entre 0.15 et 0.2. Ce rapport a/b est tre`s important car
il caracte´rise le taux d’interaction entre les deux tourbillons.
Dans le cas d’une paire de tourbillons dissyme´triques, le nombre de Rey-
nolds est de´fini a` partir de la circulation moyenne des deux tourbillons.
La dissyme´trie entre les deux circulations est alors caracte´rise´e par le rap-
port Γ1/Γ2 entre les circulations des deux vortex. Il faut aussi de´finir deux
tailles de cœur adimensionne´es a1/b et a2/b, correspondant a` chacun des
tourbillons.
Par induction mutuelle, la paire tourne sur elle-meˆme dans le sens trigo-
nome´trique, si Γ > 0. De`s 1883, Lord Kelvin a montre´ que deux tourbillons
ponctuels de meˆme circulation posse`de une vitesse angulaire
Ω = Γ/pib2 (1.1)
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L’e´coulement de base est donc instationnaire dans le repe`re fixe. C’est pour-
quoi il est souvent utile de se placer dans le re´fe´rentiel tournant avec la paire
a` la vitesse angulaire Ω. Dans ce re´fe´rentiel, les lignes de courant prennent
une forme caracte´ristique. Elles sont trace´es dans la figure 1.5(b), et font
apparaˆıtre diffe´rents points fixes. Les points O1 et O2 correspondent aux
positions des vortex. Les lignes de courant sont le´ge`rement elliptiques au-
tour de ces points, et nous verrons que cela entraˆıne une instabilite´ elliptique
des tourbillons. Le point H0 est hyperbolique et peut faire apparaˆıtre une
instabilite´ hyperbolique, en e´tirant la vorticite´ comprise dans le plan de fi-
gure. Nous verrons dans le chapitre 4 que les points hyperboliques H1 et H2
ont un roˆle important dans le phe´nome`ne de la fusion. Enfin, les points E1
et E2 ont peu d’influence car la vorticite´ est ici tre`s faible.
1.3 Fusion bidimensionnelle de deux tourbillons
Le mouvement de deux tourbillons ponctuels, tournant sur eux meˆme
a` la vitesse angulaire Ω donne´e par (1.1) est line´airement stable en deux
dimensions. Par contre, le mouvement de deux tourbillons de taille finie est
plus complexe. Lorsque la taille a des tourbillons est faible, la dynamique
de la paire ressemble fortement a` celle de deux vortex ponctuels et la vitesse
de rotation de la paire est proche de la vitesse angulaire donne´e par (1.1).
Lorsque leur taille a devient supe´rieure a` une fraction de la distance de
se´paration b entre les cœurs, cette configuration devient instable et les deux
tourbillons coalescent en un unique tourbillon. Ce phe´nome`ne a e´te´ montre´
nume´riquement (Roberts & Christiansen 1972 et Overman & Zabusky 1982)
et expe´rimentalement dans les couches de me´lange (Winant & Browand
1974, Ho & Huang 1982 et Corcos & Sherman 1984) et dans des sillages
d’ailes d’avions (Brandt & Iversen 1977). La figure 1.3 montre ce phe´nome`ne
de fusion dans une couche de me´lange, ou` la croissance de la taille des
tourbillons dicte la croissance de la largeur de la couche de me´lange. Il
apparaˆıt ainsi un rapport critique (a/b)c de la taille du cœur a et de la
distance de se´paration b, au dessus duquel les tourbillons fusionnent et en
dessous duquel les tourbillons tournent sur eux-meˆmes de manie`re stable.
Crite`re de fusion pour deux patches syme´triques
Le tourbillon de Rankine constitue un mode`le simple de tourbillon axi-
syme´trique. Il est compose´ d’un cœur en rotation solide, entoure´ d’un e´cou-
lement irrotationnel. Pour un vortex de circulation Γ , la vitesse orthoradiale
Vϕ et la vorticite´ axiale ω s’e´crivent en coordonne´es cylindriques (r, ϕ, z):
r < a : Vϕ = Γ2pia2 r ω =
Γ
pia2
r > a : Vϕ = Γ2pir ω = 0
(1.3)
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Fig. 1.6 – De´finition des points caracte´ristiques pour deux patches syme´triques de
vorticite´, en e´quilibre dans le re´fe´rentiel tournant. O2 est le milieu entre S2 et E2. C2
correspond au centre de gravite´ du patche.
Ce mode`le de tourbillon est fre´quemment utilise´ car sa vorticite´ est constante
et a` support compact. Il peut eˆtre ge´ne´ralise´ au cas non axisyme´trique en
prenant une vorticite´ constante a` l’inte´rieur d’un contour ferme´, et nulle a`
l’exte´rieur. Ces tourbillons sont souvent appele´s patches de vorticite´. L’e´cou-
lement exte´rieur de´pend uniquement de la forme du contour et du niveau de
vorticite´. En effet, en utilisant le the´ore`me de Stokes, la loi de Biot-Savart












Ces patches sont donc des mode`les de tourbillons tre`s simple a` manipuler
au niveau the´orique et dans des simulations nume´riques, car ils deviennent
des objets unidimensionnels et non bidimensionnels.
De nombreuses simulations nume´riques ont e´tudie´ le mouvement de deux
tourbillons de Rankine se´pare´s par une distance b par des techniques de
points de vorticite´ (Roberts & Christiansen 1972 et Rossow 1977) ou de
dynamique de contours (Overman & Zabusky 1982). Il apparaˆıt que les deux
tourbillons fusionnent uniquement pour un rapport supe´rieur a` (a/b)c = 0.3.
Ce rapport critique est obtenu en prenant a comme le rayon du vortex de
Rankine initial. Au cours de la fusion, deux filaments de vorticite´ sont e´jecte´s
des tourbillons et s’enroulent autour du tourbillon final. Cette filamentation
permet de conserver le moment angulaire de l’e´coulement, et elle est a` la
base de l’axisyme´trisation du tourbillon final (voir Melander & McWilliams
1987b).
Pour e´tudier la transition entre le re´gime stable et la fusion, Saffman
& Szeto (1980) cherche`rent des solutions d’Euler contenant deux patches
syme´triques. Ils trouve`rent une classe de solutions de´pendant uniquement
de la distance S1S2 entre les deux sommets les plus proches des deux patches
(voir figure 1.6). L’e´tude de ces solutions montre que la surface A de chaque
patche est limite´e et atteind son maximum pour S1S2E1E2 = 0.066. Pour cette
solution, en de´finissant a de fac¸on que A = pia2, et b comme la distance
C1C2 entre les centro¨ıdes (c’est-a`-dire les centres de gravite´ des patches), le
rapport critique est e´gal a`:
(a/b)c = 0.315 (1.5)
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Cependant, Dritschel (1985, 1986) a montre´ que les solutions n’e´taient
stables line´airement et non-line´airement que jusqu’a` une distance S1S2E1E2 le´-
ge`rement supe´rieure, e´gale a` 0.083. En dessous de cette limite, les patches
deviennent line´airement instables : leurs contours se de´forment exponentiel-
lement, menant a` la fusion des deux tourbillons en une ellipse de rapport
d’aspect 1:6. Curieusement, le rapport a/b de´pend tre`s peu de ce parame`tre
S1S2
E1E2
. Et le crite`re obtenu a` la limite de stabilite´ des solutions est identique.
Ce crite`re est proche du crite`re obtenu par des simulations nume´riques. Il
est ge´ne´ralement admis dans la litte´rature pour la fusion de deux patches
de vorticite´ syme´trique. Dritschel (1985) a ensuite donne´ un de´veloppement
limite´ a` l’ordre quatre en a/b de la forme du patche, de´finie par la distance












)4 (1 + 19145 cos2 ϕ) sin2 ϕ]
Dans cette formule, a correspond a` la moitie´ du diame`tre le plus large du
patche (c’est-a`-dire la distance S2E2), et b est la distance O1O2. Malheureu-
sement, cette forme approche´e diverge de la solution exacte lorsque les deux
patches sont tre`s proches. Ainsi, elle ne donne que des re´sultats approxima-
tifs pour les crite`res de fusion.
Brandt & Iversen (1977) ont essaye´ de confirmer ce crite`re dans une
souﬄerie, mais la longueur insuffisante de leur tunnel ne leur permettait
pas de conclure pre´cise´ment. Ils ne pouvaient pas observer la divergence du
temps de fusion, car cela se passait en dehors de leur zone d’observation.
Pour valider expe´rimentalement ce crite`re, Griffiths & Hopfinger (1987) ont
e´tudie´ le mouvement de deux anticyclones dans une cuve en rotation. Ils ont
trouve´ un rapport critique e´gal a`
(a/b)c = 0.30± 0.02 (1.7)
en calculant a par une approximation de la vitesse azimutale avec (1.3).
Ce re´sultat est en accord avec les pre´ce´dents crite`res de fusion. Cependant,
pour des cyclones, la fusion avait toujours lieu, meˆme pour des rapports a/b
aussi faibles que 0.22. Cette discordance provenait de la surface parabolique
du fluide, qui conduisait a` un mouvement spiral et non circulaire des deux
tourbillons (voir Carnevale et al. 1991a)
En 1988, Melander et al. ont essaye´ de de´crire the´oriquement la fu-
sion de deux patches. Pour cela, ils ont inte´gre´ analytiquement le mouve-
ment de deux patches syme´triques en utilisant le Mode`le du Moment El-
liptique (EMM, voir Melander et al. 1986), qui donne analytiquement la
dynamique d’un patche elliptique dans un e´tirement infini. Ils ont trouve´ un
“e´tat me´tastable” vers lequel tendent les solutions faiblement visqueuses,
correspondant a` une paire de vortex stable. Cet e´tat est possible unique-
ment pour un rapport a/b infe´rieur a` un rapport critique :
(a/b)c = 0.326 (1.8)
Au dessus de cette valeur, il n’y a plus d’e´tat me´tastable et les patches




Fig. 1.7 – Fusion (a) et e´tirement (b) partiels de deux patches asyme´triques (d’apre`s
Dritschel & Waugh 1992 ).
diffe´rence entre leur crite`re et celui pre´dit par Saffman & Szeto (1980) dans
l’Eq. (1.5) est souvent ne´glige´e dans la litte´rature.
Fusion asyme´trique des patches
Dans leur simulation nume´rique par de la dynamique de contour, Over-
mann & Zabusky (1982) ont montre´ que la fusion a encore lieu dans le
cas de tourbillons non syme´triques. Cependant, elle apparaˆıt plus toˆt, c’est-
a`-dire pour des tailles de cœur plus petites (voir Rossow 1977). Weiss &
McWilliams (1993) ont calcule´ nume´riquement l’e´volution de deux patches
elliptiques de meˆme niveau de vorticite´ par l’EMM et par un fit de leurs
re´sultats, ont obtenu un crite`re de´pendant du rapport a1/a2 < 1 entre les












Ce crite`re est en accord avec les simulations nume´riques par dynamique de
contour et les re´sultats expe´rimentaux sur des vortex d’e´lectrons (Mitchell &
Driscoll 1996). De plus, Riccardi & Piva (1998) ont fait une analyse the´orique
a` partir de l’EMM pour des faibles rapports a1/a2 et ont retrouve´ un crite`re
proche de celui-ci.
Suivant le rapport de la taille des cœurs a1/a2, et le rapport des circu-
lations Γ1/Γ2, ce peut eˆtre le vortex 1 qui s’enroule autour du vortex 2 ou
le vortex 2 qui s’enroule autour du vortex 1. Melander et al. (1987a) ont
classifie´ tous les cas possibles a` partir de l’EMM, de´partageant ainsi le plan
comportant les deux parame`tres en deux re´gions distinctes.
Cependant, les re´sultats de l’EMM ne montrent pas le phe´nome`ne de
la fusion dans sa totalite´. Des simulations nume´riques par de la dynamique









Fig. 1.8 – Classification de l’e´volution de deux patches asyme´triques en fonction de
leur rapport de taille et de leur distance de se´paration (d’apre`s Dritschel & Waugh
1992).
de contours, faites par Dritschel & Waugh (1992) sur des patches de meˆme
niveau de vorticite´, ont montre´ qu’il est possible d’obtenir des phe´nome`nes
plus complexes. Dans un premier cas, si le rapport a1/a2 reste proche de
1 et que la distance de se´paration est suffisamment grande, le petit vor-
tex peut se couper en deux, une partie allant fusionner, et l’autre partie se
re´organisant en un tourbillon presque axisyme´trique (voir figure 1.7a). Cette
fusion partielle redevient comple`te lorsque la distance b entre les deux tour-
billons est suffisamment petite. Dans un deuxie`me cas, si le rapport a1/a2
est faible, le petit tourbillon est e´tire´ en un filament de vorticite´ qui s’en-
roule autour du gros patche sans le toucher (voir figure 1.7b). Cela corres-
pond a` l’e´tirement d’un tourbillon dans un e´tirement infini, et a e´te´ observe´
expe´rimentalement par Trieling et al. (1997, 1998). Comme dans le cas de la
fusion, cet e´tirement peut rester partiel si la distance b entre les tourbillons
est le´ge`rement plus grande. Les diffe´rents cas de figure sont recense´s dans
la figure 1.8. Les cas de fusion partielle et d’e´tirement partiel n’ont jamais
e´te´ observe´s expe´rimentalement, car la pre´sence d’une viscosite´ tre`s faible
semble modifier radicalement la dynamique (voir Mitchell & Driscoll 1996).
La fusion asyme´trique est donc un phe´nome`ne complexe, bien e´tudie´
nume´riquement dans le cas ou` les niveaux de vorticite´ sont e´gaux, mais
pre´sentant des lacunes dans le cas ge´ne´ral. Le nombre e´leve´ de parame`tres
(a1/a2, Γ1/Γ2, a1/b) rend difficile une e´tude exhaustive.
Fusion de vortex posse´dant un profil de vorticite´ continu
Le vortex de Rankine est un mode`le de tourbillon facile a` utiliser, mais
il ne peut pas repre´senter les tourbillons re´els. En effet, la discontinuite´ de
la de´rive´e de la vitesse en r = a entraˆıne une contrainte infinie a` viscosite´
non nulle. Les tourbillons trouve´s dans la nature, et plus particulie`rement
en turbulence bidimensionnelle (voir Jimenez et al. 1996), sont tre`s proches
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Cet e´coulement est solution des e´quations de Navier-Stokes lorsque a
e´volue au cours du temps (a2 = 4νt) a` cause de la diffusion visqueuse (voir
par exemple Saffman 1992). La question est maintenant de savoir ce que de-
viennent les crite`res trouve´s pre´ce´demment dans le cas de vortex Gaussiens.
Les simulations nume´riques de Rossow (1977) semblent indiquer que le
crite`re de´pend fortement de la forme du profil de vorticite´, lorsque a est
de´fini par la surface du support de la vorticite´. Par contre, il est possible de
de´finir a par le de´faut de la circulation (ce qui revient a` le de´finir graˆce au
















Le facteur 3/2 permet d’avoir une taille de cœur a e´gale au rayon du patche
dans le cas du vortex de Rankine.
Il est aussi possible d’utiliser le moment angulaire du vortex J =
∫
ωr2dS












Dans ces formules, Γ (r) correspond a` la circulation sur un cercle de rayon r
et Γ est la circulation totale du vortex. Avec de telles de´finitions, le crite`re
semble eˆtre peu de´pendant du profil (voir Brandt & Iversen 1977).
Par une analogie entre le mouvement des e´lectrons dans un fort champ
magne´tique coline´aire a` leur vitesse, Fine et al. (1991) utilise`rent la for-
mule (1.11) pour de´finir la taille du cœur et obtinrent un rapport critique
e´gal a` :
(a/b)c = 0.31 (1.13)
Cependant, leur taille de cœur e´tait largement de´pendante de la borne
supe´rieure utilise´e dans l’inte´grale, qu’ils fixe`rent arbitrairement a` 1.6 fois
la taille du cœur.
A l’heure actuelle, deux proble`mes persistent. D’une part, il existe peu
d’e´tude the´orique similaire a` celle de Saffman & Szeto (1980) pour des vortex
a` profil de vorticite´ continu. Les crite`res qui sont donne´s dans la litte´rature
sont souvent peu pre´cis. D’autre part, il n’y a pas d’explication physique
claire du phe´nome`ne de la fusion.
Turbulence bidimensionnelle
En 1984, McWilliams a mis en e´vidence la pre´sence de tourbillons cohe´-
rents dans les e´coulements turbulents bidimensionnels. La fusion des petits
tourbillons en tourbillons plus gros entraˆıne la diminution du nombre de
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tourbillons et la croissance de leur taille moyenne. Le phe´nome`ne de la fusion
est ainsi au cœur de l’analyse de la turbulence bidimensionnelle car elle
dicte sa dynamique. Par une e´tude dimensionnelle, Carnevale et al. (1991b)
ont montre´ que le nombre de vortex de´croˆıt selon une loi de puissance :
n(t) = t−ζ . Ce re´sultat a e´te´ valide´ expe´rimentalement par Tabeling et al.
(1991) et nume´riquement (Weiss & McWilliams 1993 et Bracco et al. 2000).
Par des me´thodes spectrales, Weiss & McWilliams (1993) ont trouve´ un
exposant ζ e´gal a` 0.72.
Cette analyse dimensionnelle s’appuie sur la conservation d’e´nergie, et
la conservation du niveau de vorticite´ au cours de la fusion. Ne´anmoins,
cette the´orie n’est pas en accord avec la conservation de la circulation, qui
est pourtant valable meˆme pour une viscosite´ non nulle. Cela prouve qu’une
partie de la circulation n’est pas solidaire des vortex et qu’elle est e´jecte´e sous
la forme de filaments de vorticite´ bidimensionnels. Ces filaments contiennent
une grosse partie de la circulation, mais peu d’e´nergie puisque leur taille est
faible. Cette hypothe`se semble en accord avec les re´sultats expe´rimentaux
obtenus sur des colonnes d’e´lectrons (Mitchell & Driscoll 1996), ou` les au-
teurs ont enleve´ artificiellement toute la vorticite´ e´loigne´e de plus de 1.6 fois
la taille du cœur.
Les phe´nome`nes de filamentation rendent l’analyse tre`s complexe, car
le nombre de filaments cre´e´s au cours de la fusion de´pend fortement de la
distance entre les deux tourbillons, de la vitesse de rotation de la paire et
du champ de vitesse local (duˆs aux vortex environnants). Il est donc difficile
de donner une the´orie ge´ne´rale, qui classifie les diffe´rentes interactions entre
les vortex, en turbulence bidimensionnelle (Dritschel 1995). Cependant, par
une analyse statistique en utilisant de la dynamique de contour, Riccardi et
al. (1995) ont montre´ que l’exposant serait beaucoup plus faible (ζ = 0.23),
en supposant que les filaments donnent a` nouveau des tourbillons de petite
taille.
Ces re´sultats sont en de´saccord avec la re´cente e´tude nume´rique effectue´e
par un code pseudo-spectral a` haut nombre de Reynolds (Bracco et al. 2000),
qui montre qu’aucune structure a` petite e´chelle n’est ge´ne´re´e au moment des
interactions entre tourbillons.
Il y a donc deux possibilite´s. Soit, les e´tudes faites par de la dynamique
de contour permettent d’atteindre des nombres de Reynolds tre`s e´leve´s,
pour lesquels existe un re´gime avec un exposant faible (ζ = 0.23), diffe´rent
des e´tudes classiques faites par des codes spectraux. Soit, la dynamique de
contour ne repre´sente pas les phe´nome`nes trouve´s en turbulence bidimen-
sionnelle, puisque elle donne une solution exactement non-visqueuse, et non
une solution a` viscosite´ tendant vers ze´ro.
De plus amples renseignements sont ne´cessaires pour trancher entre les
deux the´ories, et l’e´tude de la fusion de deux tourbillons corotatifs pourrait
eˆtre utile a` ce domaine, que nous ne de´velopperons pas au cours de notre
e´tude.
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1.4 Stabilite´ tridimensionnelle des tourbillons
Les re´sultats pre´sente´s dans le paragraphe pre´ce´dent ont e´te´ obtenus
sous l’hypothe`se que l’e´coulement est bidimensionnel. La dynamique tridi-
mensionnelle des tourbillons est plus complexe. Elle fait intervenir des insta-
bilite´s qui brisent la syme´trie par translation axiale des tourbillons infinis.
Cette richesse de comportement sera analyse´e dans le cas d’une paire de tour-
billons corotatifs au cours de notre e´tude. Il est ainsi ne´cessaire de connaˆıtre
la stabilite´ d’une paire de tourbillons par rapport a` des perturbations tri-
dimensionnelles. Pour cela, chaque tourbillon est d’abord conside´re´ comme
subissant le champ d’e´tirement du vortex oppose´. Nous allons donc e´tudier
la stabilite´ tridimensionnelle d’un vortex unique dans un champ d’e´tirement
plan.
Stabilite´ d’un tourbillon axisyme´trique
Nous analysons en premier lieu le cas ou` le champ d’e´tirement est nul.
Pour un tourbillon axisyme´trique caracte´rise´ par une vitesse orthoradiale
Vϕ(r), le premier crite`re de stabilite´ a e´te´ donne´ par Lord Rayleigh (1916).
Pour que le tourbillon soit stable par rapport a` des perturbations tridimen-
sionnelles, il faut que r2V 2ϕ soit une fonction croissante de la distance r. Ceci
est ve´rifie´ dans le cas ou` la vorticite´ est toujours de meˆme signe. Dans le cas
contraire, des anneaux de vorticite´ apparaˆıssent dans la zone ou` la valeur
absolue de la circulation (e´gale a` |2pirVϕ|) de´croˆıt. Ces anneaux sont ca-
racte´ristiques de l’instabilite´ centrifuge et ont e´te´ mis en e´vidence par Taylor
(1923). Il est a` noter que les vortex de Rankine (1.3) et de Lamb-Oseen (1.10)
ve´rifient le crite`re de Rayleigh. Ils ne sont donc pas sujets a` l’instabilite´ cen-
trifuge. Pourtant, le crite`re de Rayleigh n’est qu’une condition ne´cessaire de
stabilite´, car le tourbillon n’est pas force´ment stable lorsque le crite`re est
satisfait. Les tourbillons de Lamb-Oseen et de Rankine pourraient ainsi eˆtre
sujets a` d’autres instabilite´s.
De`s 1880, Lord Kelvin a effectue´ une analyse de stabilite´ line´aire du
tourbillon de Rankine. Pour cela, il a superpose´ a` l’e´coulement de base une
perturbation v qu’il a de´compose´e sur une famille de solutions orthogonales,
appele´es modes de Kelvin :
v = u(r)ei(kz+mϕ−$t) + c.c. (1.14)
La forme du profil de vitesse u(r) est determine´e par le profil de vitesse ini-
tial du tourbillon V(r). Pour un tourbillon de Rankine, chaque composante
contient des fonctions de Bessel au cœur du vortex et des fonctions de Bessel
modifie´es a` l’exte´rieur du cœur.
En imposant des conditions aux limites (en r = a et en r = +∞),
on obtient une relation de dispersion D(k,m,$) (voir par exemple Saffman
1992), qui permet d’exprimer la fre´quence de rotation $ des modes, en
fonction du nombre d’onde axial k et du nombre d’onde azimutal m. Cette
relation de dispersion est trace´e dans la figure 1.9, ou` seuls deux nombres
d’onde azimutaux sont pris en compte. Les multiples bandes correspondent a`
diffe´rents profils de vitesse ur(r), comportant un nombre croissant de ze´ros.
1.4. Stabilite´ tridimensionnelle des tourbillons 15









Fig. 1.9 – Relation de dispersion pour les modes de Kelvin d’un tourbillon de Rankine,
avec m = 1 (traits pleins) et m = −1 (traits discontinus). Seules les 10 premie`res
branches ont e´te´ repre´sente´es (d’apre`s Eloy & Le Dize`s 2001).
Il y a donc une infinite´ de modes de Kelvin parame´tre´s par k,m et le nombre
de ze´ros du profil de vitesse radiale.
Pour toutes ces solutions la fre´quence $ est re´elle, ce qui prouve que les
modes sont neutres. Le tourbillon de Rankine est donc marginalement stable
par rapport a` chaque mode de Kelvin. Pour pouvoir affirmer que le tour-
billon de Rankine est entie`rement stable, il faudrait prouver que l’ensemble
des modes de Kelvin est une famille comple`te. Cependant, ceci n’est pas
trivial car en imposant des conditions aux limites, on a restreint l’ensemble
des solutions. Il est peut-eˆtre possible de construire une solution ve´rifiant
les conditions aux limites, en sommant des modes de Kelvin ne ve´rifiant
pas la relation de dispersion (donc ne ve´rifiant pas les conditions aux li-
mites se´pare´ment). La stabilite´ du tourbillon de Rankine est donc fortement
probable, mais n’est pas encore prouve´e.
Les modes de Kelvin sont aussi calculables dans le cas d’un tourbillon
de Lamb-Oseen, mais il apparaˆıt alors des couches critiques a` l’endroit ou`
la vitesse angulaire du tourbillon devient e´gale a` la fre´quence du mode de
Kelvin. Ce proble`me a e´te´ re´solu dans le cas visqueux par Sipp (1999). Dans
ce cas, les modes deviennent amortis pour des nombres d’onde faibles.
L’instabilite´ elliptique vue par les modes de Kelvin
Moore & Saffman (1975) et Tsai & Widnall (1976) ont effectue´ se´pa-
re´ment l’analyse line´aire de stabilite´ d’un tourbillon dans un champ d’e´ti-
rement uniforme. Cet e´coulement mode´lise un des vortex de la paire de
tourbillons contra-rotatifs, dans le flot induit par le tourbillon oppose´, c’est-
a`-dire dans un e´tirement oriente´ a` 45◦ (voir figure 1.11a). Pour cela, Tsai &
Widnall ont utilise´ le vortex de Moore & Saffman (1971), qui est une solution
bidimensionnelle d’un patche de vorticite´ dans un e´tirement exterieur εext
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d’extension spatiale infinie. Ils ont prouve´ que chaque mode de Kelvin est
solution a` l’ordre 0 en ε, des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es autour
de l’e´coulement de base. A l’ordre 1 en ε, l’e´tirement de l’e´coulement de base
couple deux modes de Kelvin de nombre azimutaux m = +1 et m = −1.
Cela entraˆıne une croissance exponentielle lorsque les fre´quences $ et les
longueurs d’onde k sont e´gales (voir Eloy & Le Dize`s 1999). Cette condition
correspond aux points d’intersection entre les courbes en trait plein et en
trait discontinu de la figure 1.9. Pour tous ces points d’instabilite´, le taux
de croissance et la largeur de la bande de longueurs d’ondes instables sont
proportionnels a` l’e´tirement exterieur εext. Robinson & Saffman (1984) ont
montre´ nume´riquement que ce re´sultat reste valable dans le cas d’e´tirements
finis. En particulier, pour le point d’intersection (ka = 2.6 et $ = 0), Tsai
& Widnall (1976) ont montre´ que le taux de croissance est e´gal a` :
σ = 0.57 εint (1.15)
Cette valeur de la longueur d’onde est tre`s proche de la valeur obtenue
expe´rimentalement sur des anneaux de vorticite´ par Widnall & Sullivan
(1973).
Il est a` noter que l’e´tirement a` l’inte´rieur du vortex εint est diffe´rent de
l’e´tirement a` l’exte´rieur du vortex εext. Dans le cas particulier du vortex de
Moore & Saffman (1971), l’e´tirement inte´rieur est deux fois plus grand que
l’e´tirement exte´rieur.
Dans le cas du vortex de Lamb-Oseen, la technique est sensiblement
identique, mais le proble`me ne posse`de pas de solution analytique simple
des modes de Kelvin. La recherche d’une solution bidimensionnelle d’un
vortex Gaussien dans un e´tirement infini (Moore & Saffman 1975b) permet
de de´terminer le rapport entre l’e´tirement au cœur du vortex et l’e´tirement a`
l’infini : εint/εext = 2.52 d’apre`s Eloy & Le Dize`s (1999). Ensuite, des condi-
tions de solvabilite´ donnent le taux de croissance en fonction de produits
scalaires sur les modes de Kelvin (voir Moore & Saffman 1975 et Eloy & Le
Dize`s 1999).
Cette instabilite´ a e´te´ observe´e expe´rimentalement par Malkus (1989),
Thomas & Auerbach (1994) puis par Leweke & Williamson (1998), et nu-
me´riquement par Laporte & Corjon (2000). Elle est repre´sente´e dans la
figure 1.10. Il existe ici un tube invariant qui reste cylindrique. Ce rayon
particulier correspond au rayon pour lequel la vitesse radiale du mode de
Kelvin est nulle. Elle est caracte´ristique du deuxie`me mode de Kelvin (ou`
ur(r) contient un unique ze´ro).
Cette instabilite´ peut eˆtre vue comme une re´sonance triadique entre deux
modes de Kelvin (k1 = 2.6, m1 = +1, $1 = 0) et (k2 = 2.6, m2 = −1, $2 =
0) avec l’e´tirement exte´rieur, qui est en fait une onde de´ge´ne´re´e (k = 0, m =
2, $ = 0). Le terme non-line´aire de l’e´quation de Navier-Stokes couple ces
trois termes, ce qui entraˆıne une croissance exponentielle de la solution.
Sous cet angle, cette interaction paraˆıt ge´ne´ralisable au cas d’un champ
d’e´tirement tournant, donc au cas d’une paire de tourbillons corotatifs. En
effet, deux tourbillons corotatifs tournent sur eux-meˆmes avec une fre´quence
de rotation Ω, de´finie par (1.1). Chaque vortex est ainsi plonge´ dans un
champ d’e´tirement qui tourne a` cette meˆme fre´quence. L’e´tirement contient
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Fig. 1.10 – Instabilite´ elliptique visualise´e sur deux tourbillons contra-rotatifs. La
pre´sence de tubes invariants est caracte´ristique de la structure radiale du deuxie`me
mode de Kelvin (d’apre`s Leweke & Williamson 1998).
maintenant un terme : cos[2(ϕ − Ωt)] = ei(2ϕ−2Ωt) + c.c, qui repre´sente une
onde (k = 0, m = 2, $ = 2Ω). Comme dans le cas stationnaire, la re´sonance
apparaˆıt pour deux ondes de Kelvin ve´rifiant:
(k1, m1, $1)− (k2, m2, $2) = (0, 2, 2Ω) (1.16)
Le chapitre 4 traite en de´tail l’instabilite´ elliptique dans le cas corotatif.
L’instabilite´ elliptique vue par des techniques locales
Dans le paragraphe pre´ce´dent, l’analyse a e´te´ effectue´e sur un tourbillon
posse´dant une taille de cœur finie, par des techniques globales qui prennent
en compte le profil de vorticite´. Il est apparu que l’instabilite´ reste concentre´e
dans le cœur du vortex, contrairement a` l’instabilite´ centrifuge. Il est donc
possible d’effectuer une analyse locale de la dynamique du cœur du vortex, en
supposant que les longueurs d’onde radiales de l’instabilite´ sont tre`s petites
devant la taille du cœur. Pour cela, nous allons mode´liser l’e´coulement du
cœur par un e´coulement elliptique infini V(r). Il est constitue´ d’une rotation
solide uniforme a` la vitesse angulaire ϕ˙0 (cette vitesse angulaire est e´gale
a` Γ
2pia2
dans le cas des tourbillons de Rankine et au centre des tourbillons
de Lamb-Oseen) superpose´ a` un champ d’e´tirement uniforme et infini εint
(tourne´ de 90◦ par rapport a` la figure 1.11). Il est de´crit dans le repe`re
cylindrique (r,ϕ,z) par la fonction de courant :







Les lignes de courant sont alors des ellipses de rapport d’aspect entre le
grand axe (horizontal) et le petit axe (vertical):
e =
√
(ϕ˙0 + εint)/(ϕ˙0 − εint) .
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En 1986, Pierrehumbert a montre´ nume´riquement que cet e´coulement est
instable vis-a`-vis de perturbations tridimensionnelles. Baily (1986) a e´tudie´
the´oriquement sa stabilite´ en ajoutant des perturbations de la forme :
u(r,t) = a(r,t)eik(t)·r (1.18)
Il faut supposer k · u = 0 pour e´viter que le vecteur d’onde soit e´tire´ par
l’e´coulement de base (Sipp & Jacquin 1998), et que le mode soit ainsi amorti
par les effets viqueux. Sous cette hypothe`se, les e´volutions de k et de a(r,t)
deviennent inde´pendantes. Le vecteur d’onde tourne alors sur une ellipse
dans le meˆme plan que l’e´coulement, mais avec petit et grand axes inverse´s.
Il peut s’e´crire :





L’angle ξ est l’angle minimal que fait le vecteur d’onde avec l’axe (Oz). La
pulsation µ de´pend de l’angle ξ. Bayly (1986) a ainsi re´duit ce proble`me de
stabilite´ a` un proble`me de Floquet sur l’amplitude a(r,t) de l’onde. L’onde
est excite´e parame´triquement par l’ellipticite´ des lignes de courant. Une
e´tude nume´rique montre que lorsque ξ est proche de 60◦, l’onde devient
instable. Par des conside´rations e´nerge´tiques, Waleffe (1990) a montre´ que





Cette valeur est tre`s proche de la valeur trouve´e par Tsai & Widnall (1976)
dans l’Eq. (1.15). Cela prouve que c’est effectivement la dynamique du cœur
qui semble gouverner la croissance de l’instabilite´ elliptique.
S’appuyant sur des solutions exactes de Navier-Stokes trouve´es par Craik
& Criminale (1986), Landman & Saffman (1987) ont montre´ que le re´sultat
pre´ce´dent reste valable en pre´sence de viscosite´, en rajoutant un terme
visqueux σvisqueux = −νk2. Par la suite, Lifschitz & Hameiri (1991) ont
ge´ne´ralise´ cette analyse aux proble`mes dans lesquels aucune e´quation exacte
n’est disponible pour k(t) (par exemple dans le cas d’un e´coulement trian-
gulaire), en utilisant les techniques WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) de
l’optique ge´ome´tique.
Pour e´tudier le cas d’un champ d’e´tirement tournant a` la vitesse an-
gulaire Ω, il suffit de se placer dans le repe`re tournant. Le Dize`s (2000)
a montre´, en supposant ϕ˙0 = 1 dans le repe`re tournant, que le taux de





(1± cos ξ)4εint − 16(1∓ 2(1 + Ω) cos ξ)2 (1.21)
Dans le plan (Ω, ξ), l’instabilite´ est localise´e dans une bande e´troite de














Fig. 1.11 – Sche´ma de l’interaction entre deux tourbillons contra-rotatifs. (a) En en-
levant la vitesse de translation de la paire, le vortex 2 est soumis au champ d’e´tirement
V1. (b) Les perturbations conside´re´es par Crow sont des ondulations planes des tour-
billons.
Nous appliquerons cette formule au cas envisage´ dans cette e´tude, c’est-a`-
dire pour deux tourbillons corotatifs.
En the´orie, cette instabilite´ posse`de une e´tendue spatiale infinie, puis-
qu’elle est calcule´e dans un e´coulement infini. Cependant, en sommant plu-
sieurs modes, Waleffe (1990) a montre´ qu’il est possible d’obtenir une pertur-
bation localise´e, de´finie par des fonctions de Bessel, comme dans les modes de
Kelvin. Il apparaˆıt donc certain que les deux analyses pre´ce´dentes (globales
et locales) de´crivent la meˆme instabilite´. Chacune pre´sente ses avantages.
La technique des modes globaux permet de donner la longueur d’onde, car
elle prend en compte la taille du cœur a. Les me´thodes locales permettent
de donner une formule simple pour le taux de croissance. En combinant les
deux the´ories, il semble possible de pre´dire la dynamique tridimensionnelle
d’un tourbillon dans un champ d’e´tirement uniforme. Nous allons compa-
rer ces pre´dictions the´oriques avec des re´sultats expe´rimentaux au cours de
notre e´tude.
Instabilite´ de Crow
Il existe une autre instabilite´ tridimensionnelle des tourbillons qui ap-
paraˆıt lors de l’interaction de deux tourbillons contra-rotatifs. En 1970, Crow
a identifie´ une instabilite´ qui apparait dans les sillages d’avions. Comme
explique´ au paragraphe 1.1, le sillage lointain d’un avion est constitue´ en
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Fig. 1.12 – Instabilite´ de Crow visualise´e sur deux tourbillons contra-rotatifs. Aux
temps longs, elle cre´e des anneaux de vorticite´ souvent observables dans les sillages
d’avion (d’apre`s Leweke & Williamson 1997).
premie`re approximation d’une paire de tourbillons contra-rotatifs. En sup-
posant que la taille du cœur a est petite devant la longueur d’onde λ de
la perturbation (hypothe`se filamentaire), Crow a calcule´ l’e´volution d’une
de´formation sinuso¨ıdale de chaque vortex. Chaque perturbation est de´finie
par l’amplitude A de l’ondulation, et par l’angle ϕ que fait le plan conte-
nant l’ondulation avec la droite reliant les deux centres des vortex (voir
figure 1.11).
Pour chaque vortex, il est possible de distinguer trois effets, qui affectent
la dynamique de la perturbation :
– l’effet global du vortex oppose´ correspond a` un champ d’e´tirement V1
oriente´ a` 45◦, trace´ dans la figure 1.11(a). Ce champ de vitesse fait
augmenter ou diminuer l’amplitude A2 de l’ondulation selon la valeur
de l’angle ϕ2. Il fait aussi tourner le plan de l’ondulation en agissant
sur ϕ2.
– l’effet de la perturbation A1 du vortex 1 implique une rotation du
plan de la perturbation 2 dans le sens de rotation du vortex 2. Ceci
est uniquement vrai lorsque les deux ondulations sont syme´triques.
– l’effet propre du vortex sur lui-meˆme est une rotation du plan de la
perturbation, dans le sens oppose´ au sens de rotation du vortex. La
fre´quence de rotation correspond a` celle pre´dite pour le premier mode
de Kelvin (qui est effectivement ne´gative, voir figure 1.9).
Graˆce aux formules de Kelvin, Crow a montre´ que cette perturbation
est instable aux grandes longueurs d’onde. Ceci est physiquement compre´-
hensible, car il existe une position d’e´quilibre du plan de l’instabilite´ pour
ϕ w 48◦. Pour une telle perturbation, l’amplitude de l’ondulation croˆıt alors
sous l’influence de l’e´tirement V1. Le calcul indique que le taux de crois-
sance maximal est obtenu pour une longueur d’onde variant entre 5 et 10
fois la distance entre les tourbillons, lorsque le rapport a/b reste infe´rieur
a` 0.2. Ce re´sultat correspond aux observations effectue´es par Dee & Ni-
cholas (1968) sur des sillages d’avions et plus tard par Leweke & William-
son (1997) dans des expe´riences en laboratoire. La structure de l’instabilite´
est caracte´ristique (figure 1.12) : les deux filaments ondulent de manie`re
syme´trique dans des plans oriente´s a` 45◦, et cre´ent des anneaux de vorticite´
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aux temps longs.
Cependant, Jimenez (1975) a montre´ que cette instabilite´ n’existe pas
dans le cas de deux tourbillons corotatifs. Ce re´sultat a e´te´ prouve´ nume´-
riquement par une analyse filamentaire par Klein et al. (1995b), qui ont
conside´re´ les cas de deux tourbillons paralle`les de diffe´rents rapports de
circulation (positif ou ne´gatif). Le cas que nous allons e´tudier est donc stable
aux perturbations a` grande longueur d’onde.
1.5 Me´lange d’un scalaire
Une question importante de la me´canique des fluides consiste a` e´tudier
l’e´volution d’un scalaire dans un e´coulement turbulent. Notre e´coulement
e´tant un mode`le des interactions de base qui ont lieu en turbulence, il ap-
paraˆıt opportun d’analyser la dynamique d’un scalaire initialement place´
dans le champ de vitesse des deux tourbillons corotatifs.
Rhines & Young (1983) ont montre´ qu’un scalaire place´ dans un unique
vortex s’uniformise rapidement le long des lignes de courant. La diffusion
a ensuite lieu selon un processus plus lent, selon le temps visqueux, dans
la direction perpendiculaire aux lignes de courant. L’uniformisation rapide
du scalaire est relie´e a` un phe´nome`ne d’hyperdiffusion qui provient de la
pre´sence simultane´e de l’e´tirement (lie´ a` la rotation diffe´rentielle) et a` la dif-
fusion. Bajer et al. (2001) ont re´cemment montre´ que la diffusion e´tait aussi
acce´le´re´e au centre d’un vortex, bien que la rotation diffe´rentielle s’annule
en ce point.
Une question reste cependant en suspens. Que se passe-t-il au cours de la
fusion des deux vortex? La transition de l’e´coulement a-t-elle une influence
sur la dynamique du scalaire ? Nous allons e´tudier cette question dans le
chapitre 6.
1.6 Plan de l’e´tude
Nous pre´sentons le dispositif expe´rimental et l’e´coulement e´tudie´ dans le
chapitre 2. Nous de´crivons aussi les me´thodes de mesure utilise´es, et analy-
sons les diffe´rentes erreurs pouvant survenir dans les mesures ou le traitement
des donne´es.
Dans le chapitre 3, nous de´crivons les me´thodes que nous avons de´velop-
pe´es pour augmenter l’efficacite´ de l’algorithme de Ve´locime´trie par Images
de Particules, dans le cas d’e´coulements posse´dant de forts gradients de
vitesse.
Dans le chapitre 4, nous nous inte´ressons plus particulie`rement a` la dy-
namique bidimensionnelle de l’e´coulement. Apre`s une description du phe´-
nome`ne de la fusion, nous de´duisons un crite`re de fusion expe´rimental, que
nous comparons a` un mode`le simple, puis nous analysons les caracte´ristiques
du vortex final issu de la fusion.
Dans le chapitre 5, nous analysons la dynamique tridimensionnelle de
l’e´coulement. L’instabilite´ observe´e est d’abord de´crite, puis le taux de crois-
sance est mesure´ en fonction de la longueur d’onde, et compare´ a` une
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pre´diction the´orique. Enfin, l’influence de cette instabilite´ sur la fusion des
tourbillons initiaux est analyse´e.
Dans le chapitre 6, nous analysons l’e´volution d’un scalaire dans cet
e´coulement en pre´sence et en l’absence de l’instabilite´ au moyen de me´thodes
statistiques, afin de quantifier l’efficacite´ du me´lange entre les scalaires des
deux tourbillons initiaux.
Nous indiquons les perspectives et les re´sultats interme´diaires dans le




L’e´coulement de deux tourbillos corotatifs est cre´e´ dans l’eau par des
pales, mises en rotation dans un fluide initialement au repos. Les pales sont
entraine´es par des moteurs pas a` pas, avec une vitesse angulaire de´termine´e
par une forme empirique qui permet un enroulement progressif et rapide
de la nappe de vorticite´ aux temps courts, et qui conduit a` des trajectoires
circulaires des tourbillons aux temps longs.
L’e´coulement est visualise´ par du colorant, qui est initialement de´pose´
sur le bord des pales avant de les plonger dans l’eau. De plus, nous avons
effectue´ des mesures de Ve´locime´trie par Images de Particules (PIV), afin
d’obtenir des champs de vitesse instantane´s de l’e´coulement. La corre´lation
entre les deux principes d’analyse est tre`s bonne.
L’e´coulement est proche de la superposition de deux tourbillons Gaus-
siens. Le bruit sur la mesure de la distance de se´paration entr les vortex et
sur la circulation des vortex est tre`s faible (1 a` 2%). Par contre, elle est tre`s
importante sur la taille des cœurs (environ 5%), qui est mesure´e en utilisant
le maximum de la vitesse azimutale.
Enfin, nous avons mesure´ expe´rimentalement les caracte´ristiques de l’in-
stabilite´ tridimensionnelle. Sa longueur d’onde est mesure´ par des visuali-
sations de coˆte´ de manie`re tre`s pre´cise. Le taux de croissance, de´duit de
l’amplitude de l’ondulation du colorant, posse`de une grande incertitude (en-
viron 20%) qui est lie´e a` la dispersion des mesures.
Pour cre´er deux tourbillons corotatifs, il est possible d’utiliser deux ailes
oriente´es en sens contraires comme dans le cas de Devenport et al. (1999)
ou d’une aile posse´dant des volets comme dans le cas de Chen et al. (1999).
Pour un tel syste`me, les vortex cre´e´s en aval des ailes, sont tre`s turbu-
lents, meˆme a` faible nombre de Reynolds. De plus, ils posse`dent une forte
vitesse axiale. Nous avons de´cide´ de cre´er les tourbillons par un autre dispo-
sitif expe´rimental, afin d’avoir des tourbillons plus laminaires et uniformes.
Nous ge´ne´rons deux tourbillons de de´marrage par des pales, qui sont mises
en rotation brusquement, dans un fluide initialement au repos. Pour obte-
nir des tourbillons tournant dans le meˆme sens, il suffit de faire tourner
les pales de manie`re syme´trique. Le principe est illustre´ dans la figure 2.1.
Cette me´thode permet de cre´er des tourbillons tre`s peu turbulents a` l’ins-
tant initial. De plus, les tourbillons ne posse`dent pas de vitesse axiale dans
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Fig. 2.1 – Principe de ge´ne´ration d’une paire de tourbillons corotatifs.
la zone d’observation. Contrairement aux tourbillons de sillages d’ailes, c’est
un e´coulement instationnaire. Nous e´tudions donc la dynamique temporelle
et non spatiale de la paire.
Pour e´viter les proble`mes lie´s aux effets de bout dans le bas du tourbillon,
nous avons utilise´ un grand rapport d’aspect des tourbillons : leur longueur
est environ 50 fois plus grande que leur diame`tre. C’est pour cette raison
que les dimensions du montage expe´rimental sont relativement grandes, la
cuve mesurant plus d’un me`tre de haut. L’expe´rience devient plus lourde
a` ge´rer, malgre´ son principe simple. De plus la pre´sence d’une instabi-
lite´ dans cet e´coulement rend l’expe´rience tre`s sensible aux mouvements
re´siduels pre´sents dans la cuve. Cette expe´rience est ainsi tre`s de´licate a`
faire fonctionner. Nous avons duˆ re´soudre de nombreux proble`mes au cours
de ma premie`re anne´e de the`se, en adaptant progressivement le dispositif
expe´rimental.
2.1 Montage expe´rimental
Dans cette expe´rience, c’est l’e´volution temporelle et non spatiale (com-
me dans le cas de tourbillons de sillage) qui de´crit la dynamique des deux
tourbillons. Il est donc ne´cessaire d’avoir un dispositif expe´rimental qui per-
mette de cre´er des tourbillons dans un fluide le plus immobile possible. C’est
cette condition qui a fixe´ le choix du montage expe´rimental que nous avons
utilise´.
2.1.1 Le dispositif de base
La cuve : Les expe´riences sont effectue´es dans de l’eau, contenue dans une
cuve de 50×50×130 cm3. Les parois de 2 cm d’e´paisseur sont en Ple´xiglass,
afin de permettre des visualisations sur le coˆte´. La cuve est monte´e sur un
e´chafaudage de 60 cm de haut, contenant un trou de 20 cm de diame`tre au
centre, afin de pouvoir mettre une came´ra sous la cuve. Cela permet d’avoir
des vues dans des plans perpendiculaires aux tourbillons, tout en e´vitant les
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Fig. 2.2 – (a) Sche´ma et (b) photo du dispositif expe´rimental de base utilise´ pour
ge´ne´rer des tourbillons corotatifs. Les pales en rouge sont monte´es sur un chariot (vert)
qui coulisse dans la cuve (gris clair) le long des tringles (en noir).
effets de distorsion de l’image, lie´s a` la diffraction a` la surface non plane de
l’eau, pour des visualisations en vue de dessus.
L’inconve´nient de cette cuve est qu’elle est relativement grande. Il est
ne´cessaire d’attendre environ une demi-heure entre chaque expe´rience, afin
que les mouvements re´siduels soient suffisament amortis. Cependant, meˆme
apre`s une longue attente, le fluide n’est jamais exactement au repos car des
phe´nome`nes de convection induisent des vitesses non ne´gligeables au sein
de la cuve, notamment lorsque la tempe´rature de la pie`ce est infe´rieure a` la
tempe´rature de l’eau. Certaines journe´es (lorsque la tempe´rature exte´rieure
chute brutalement), il est comple´tement impossible de faire une expe´rience
du fait de ces mouvements dans la cuve.
Ces mouvements re´siduels limitent la bande accessible de nombre de
Reynolds : en dessous d’un nombre de Reynolds de l’ordre de 500, les vi-
tesses initiales dans la cuve ne permettent plus de faire des expe´riences suf-
fisamment controˆle´es. De plus, l’instabilite´ que nous avons e´tudie´e e´tant par
de´finition tre`s sensible au bruit, il e´tait souvent ne´cessaire de faire plusieurs
essais avant d’obtenir un re´sultat clairement identifiable.
Le chariot : Les pales sont monte´es sur un chariot en aluminium anodise´ qui
coulisse sur deux tringles, afin que les pales rentrent dans l’eau sans cre´er de
perturbations. Il est constitue´ d’un cadre de 130× 48 cm2, pesant environ 5
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kilogrammes. Il est suspendu par un cable de 5 mm de diame`tre, qui s’enroule
sur une vis sans fin. Un aussi gros diame`tre du cable est ne´cessaire, pour
bloquer les oscillations du chariot lors de la descente dans l’eau. La vis sans
fin est mise en rotation par un moteur, commande´ par un boitier externe.
Un capteur de fin de course empeˆche le chariot de buter contre le plafond.
En position basse, le chariot repose sur la cuve. Lors des expe´riences, la
vitesse de descente est ge´ne´ralement re´gle´e a` 1 cm s−1 environ.
2.1.2 Le dispositif de ge´ne´ration des vortex
Cette partie explique en de´tail comment sont ge´ne´re´s les vortex, et quelle
est la loi de vitesse utilise´e pour le mouvement des pales.
Les pales : Les pales qui ge´ne`rent les vortex sont des plaques en aluminum
anodise´ de dimensions 0.5 × 10 × 130 cm3, biseaute´es a` 30◦ sur l’areˆte qui
cre´e les vortex. Un sche´ma des pales et de leur mouvement se trouve dans la
figure 2.3. Les pales sont mises en rotation autour de l’areˆte oppose´e a` l’areˆte
biseaute´e. Le sens de rotation est choisi comme indique´ dans la figure 2.3, afin
que la couche limite de vorticite´ posse`de un le´ger angle lorsqu’elle de´croche
de la pale. L’enroulement de ces couches de vorticite´ est alors plus propre
que pour un sens de rotation oppose´.
La distance initiale entre les pointes des pales peut eˆtre re´gle´e a` 5 mm
pre`s, en de´plac¸ant les supports des pales sur le chariot. Il est ainsi possible
de re´gler la distance initiale entre les tourbillons.
Recirculation autour des pales : Lorsque les pales sont centre´es dans la cuve,
il apparaˆıt un mouvement de recirculation ge´ne´rale autour des pales, lors-
qu’elles sont mises en rotation. Ce mouvement est indique´ par les fle`ches en
gras sur la figure 2.3. Pour empeˆcher ce mouvement, qui diminue la circula-
tion des vortex, nous avons installe´ des plaques en Ple´xiglass, reliant l’axe
des pales aux bords de la cuve. Ces plaques, repre´sente´es en pointille´ gras sur
la figure 2.3, mesurent 1 cm d’e´paisseur et 130 cm de hauteur. Leur largeur
peut eˆtre re´gle´e entre 12 et 18 cm, afin qu’elles s’adaptent aux diffe´rentes
positions des pales.
Moteurs des pales : Les pales sont mises en rotation par deux moteurs pas-
a`-pas contenant 400 pas par tour. Un engrenage d’un facteur de de´multi-
plication de 1:20 permet de re´duire l’angle de rotation e´lementaire lie´ a` un
pas. De plus, une courroie relie la roue dente´e de sortie du de´multiplicateur
contenant 10 dents, a` l’axe des pales prolonge´ par une roue dente´e contenant
20 dents. Chaque pas du moteur correspond a` une rotation finale de 0.0225◦
des pales, ce qui permet d’avoir un mouvement continu des pales, lisse´ par
l’e´lasticite´ de la courroie. L’angle des pales est controˆle´ a` l’aide de deux
potentiome`tres, d’une pre´cision d’environ 0.1◦.
Les moteurs sont dirige´s par un boitier de commande, relie´ a` un ordi-
nateur via une carte nume´rique, commande´e par un programme e´crit sous
l’environnement Labview




Fig. 2.3 – Sche´ma du mouvement ge´ne´ral de recirculation autour des pales, bloque´
par l’ajout de plaques indique´es en pointille´ gras.
2.1.3 Mouvement des pales
Le mouvement des pales a e´te´ ajuste´ de manie`re tre`s pre´cise, afin que
l’e´coulement soit le plus repre´sentatif de deux tourbillons Gaussiens dans un
e´coulement libre. Deux mois de travail expe´rimental par essai et erreur ont
e´te´ ne´cessaires, pour trouver une loi de vitesse des pales approprie´e.
Loi de vitesse : L’angle des pales Θ est calibre´ a` 0 lorsque les deux pales sont
aligne´es. L’expe´rience de´marre avec un angle initial des pales Θ = −10◦, afin
que les tourbillons soient comple`tement cre´e´s avant qu’ils interagissent. Si
cet angle initial est plus grand (Θ > −10◦), chaque tourbillon est attire´ par
la pale qui l’a cre´e´. Si cet angle est plus petit (Θ < −10◦), les pales passent
trop rapidement et chaque tourbillon est de´forme´ par le passage de la pale
oppose´e. Les pales s’arreˆtent lorsque l’angle atteint 90◦, car elles sont alors
suffisamment e´loigne´es de la paire de tourbillons.
Le mouvement des pales est caracte´rise´ par une formule qui relie la vitesse
angulaire Θ˙ des pales a` l’angle Θ des pales. Cette formule a e´te´ trouve´e de











Dans cette formule, Θ˙max est donne´ en rad s−1 alors que Θ est donne´ en
degre´s. La variation de Θ˙ en fonction de Θ et la variation de Θ en fonction de
t sont montre´es dans la figure 2.4 pour diffe´rents ∆Θ. Nous allons expliquer
ci-dessous les diffe´rents parame`tres.
La constante C(∆Θ) est ajuste´e pour chaque ∆Θ afin que le maximum de
la formule (2.1) soit effectivement e´gal a` Θ˙max, car le programme Labview
utilise une formule normalise´e. Elle vaut C(∆Θ = 10◦) = 16, C(∆Θ =
15◦) = 24 et C(∆Θ = 20◦) = 32.
Les pales ne peuvent pas eˆtre mises en mouvement brutalement par un
e´chelon de vitesse, car les pales vibrent a` cause de l’elasticite´ des courroies.
Cela cre´e des petits tourbillons contra-rotatifs au de´but de l’enroulement de
la nappe de vorticite´, au lieu de cre´er une spirale de vorticite´. Une visua-
lisation de telles instabilite´s de la nappe de vorticite´ est visible sur un des
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Fig. 2.4 – (a) Variation de la vitesse angulaire des pales Θ˙ avec l’angleΘ. (b) Evolution
temporelle de l’angle Θ des pales pour une vitesse maximale Θ˙max = 0.4 rad s−1. Le
parame`tre ∆Θ de´fini dans la formule (2.1) vaut 10◦ pour la courbe en traits mixtes,
15◦ pour la courbe en trait plein, et 20◦ pour la courbe en trait pointille´s.
vortex de la figure 2.5. Pour pallier cette de´formation, nous avons duˆ cre´er
un profil de vitesse continu. L’exposant 5/4 trouve´ dans l’exponentielle de
l’Eq. (2.1) permet d’avoir une acce´le´ration progressive et rapide des pales,
au de´but du mouvement. En effet, la variation de Θ est alors (Θ+10) ∼ t4/3
dans les instants initiaux, ce qui est suffisant pour que les pales se mettent
en mouvement continuˆment en l’espace d’environ une seconde. Un exposant
9/8 ou 16/15 aurait e´te´ aussi efficace. Mais l’exposant 2, qui avait e´te´ teste´
au de´part (calque´ sur la Gaussienne), donnait une variation trop lente.
La variation finale de l’angle des pales a e´te´ choisie de manie`re a` ce
que la pale ne cre´e plus de vorticite´, une fois qu’elle est loin de la paire de
tourbillons. Or, la circulation des tourbillons e´tant finie, la vitesse azimutale
vϕ est proportionnelle a` r−1. Nous avons ainsi pense´ qu’il fallait que la vitesse
des pales de´croisse comme Θ˙ ∼ Θ−1, afin qu’elle soit proche de la vitesse du
fluide. C’est effectivement le cas aux temps longs dans la formule (2.1).
D’autre part, ∆Θ a e´te´ aussi optimise´ pour que le mouvement des tour-
billons soit exactement circulaire. En effet, si ∆Θ est trop grand, les pales
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Fig. 2.5 – Visualisation des tourbillons contra-rotatifs cre´e´s par la vibration de la pale
dans le cas d’une mise en rotation brutale des pales.
(a) (b)
Fig. 2.6 – Sche´ma de´crivant la trajectoire elliptique des tourbillons, a` cause d’une
vitesse (a) trop rapide et (b) trop lente des pales.
ne ralentissent pas suffisamment vite et les tourbillons sont entraine´s par les
pales. Le mouvement des deux tourbillons est donc elliptique, avec le grand
axe oriente´ perpendiculairement aux pales, comme dans la figure 2.6(a). Au
contraire, si ∆Θ est trop petit, les pales freinent la vitesse de translation des
tourbillons et le mouvement des tourbillons devient elliptique avec un grand
axe paralle`le aux pales, comme sur la figure 2.6(b). Entre les deux, il existe
un ∆Θ optimal, qui est proche de 15◦. La valeur de ∆Θ peut eˆtre le´ge`rement
modifie´e, entre 10 et 20 degre´s, afin de re´gler faiblement la taille du cœur
des vortex. Cependant les variations de la taille du cœur sont petites, car
∆Θ ne peut pas varier beaucoup : si ∆Θ est trop grand, la nappe de vorti-
cite´ devient instable dans les instants finaux, par rapport a` l’instabilite´ de
Kelvin-Helmholtz et ge´ne`re des petits tourbillons secondaires, visibles sur la
figure 2.9.
Dissyme´trie des tourbillons : Au premier essai, les tourbillons apparaissaient
hautement dissyme´triques. Nous avons donc diminue´ la valeur de la cons-
tante C(∆Θ), pour la pale cre´ant le plus gros vortex, afin d’e´quilibrer la
circulation des deux vortex. Ce re´glage est ne´cessaire a` 1% pre`s, et ne per-
met d’obtenir qu’une pre´cision de 5% sur le rapport des circulations. En
effet, lors de la cre´ation des vortex, l’e´coulement est instable par rapport




Fig. 2.7 – Explication de l’instabilite´ conduisant a` deux tourbillons dissyme´triques,
par influence du vortex 1 sur la cre´ation de la couche de vorticite´ 2.
a` une dissyme´trie initiale dans les circulations des vortex. Le principe peut
eˆtre explicite´ comme suit, a` l’aide de la figure 2.7 : si le vortex 1 posse`de
une circulation Γ1 le´ge`rement supe´rieure au vortex 2 (Γ2), il apparaˆıt une
vitesse v1 plus importante dans le sens de Γ1. La pale 2, qui est plonge´e dans
le champ de vitesse v1, a un mouvement relatif au fluide plus faible qu’en
l’absence de cette survitesse. La vorticite´ qui est cre´e´e le long de la pale 2
est ainsi plus faible et conduit a` une circulation dans le vortex 2 plus faible
qu’en l’absence de la survitesse initiale. Si Γ2 est plus faible, la cre´ation de
vorticite´ le long de la pale 1 est alors plus importante par le meˆme raisonne-
ment, ce qui conduit a` une circulation Γ1 plus importante. C’est pourquoi
une le´ge`re dissyme´trie initiale dans les tourbillons, lie´e par exemple a` des
mouvements re´siduels dans la cuve ou a` une dissyme´trie dans le montage, est
amplifie´e par ce me´canisme. Malheureusement, la dissyme´trie initiale n’est
pas entie`rement reproductible et il fallait un peu de chance pour obtenir des
e´coulements syme´triques a` moins de 5% pre`s.
2.1.4 Le syste`me d’acquisition
L’e´coulement a e´te´ analyse´ par des visualisations au colorant ou par
des mesures quantitatives sur des champs de vitesse, effectue´s par de la
Ve´locime´trie par Images de Particules (PIV). C’est pour cette raison que le
syste`me d’acquisition e´tait constitue´ essentiellement de came´ras ou d’appa-
reils photos. Nous allons de´crire tout le mate´riel utilise´ dans ce paragraphe.
Laser : Nous avons utilise´ un laser Argon d’une puissance de 5 Watts, dont
la lumie`re est transporte´e par une fibre optique. Le montage expe´rimental
est sche´matise´ dans la figure 2.8. En sortie de la fibre optique, une lentille
cylindrique cre´e une tranche lumineuse de 5 mm d’e´paisseur. La lentille cy-
lindrique peut eˆtre remplace´ par une grosse lentille sphe´rique, afin d’avoir
un cone vertical de lumie`re d’un diame`tre maximal de 20 cm, pour les vi-
sualisations en volume. La lumie`re du Laser Argon est tout a` fait adapte´e
a` la Fluoresce´ine (qui est le colorant que nous avons utilise´), car sa raie la
plus lumineuse correspond au domaine de fluorescence de la Fluoresce´ine.
C’est pourquoi nous avons essaye´ d’utiliser ce laser au maximum, plutoˆt que
d’utiliser une source de lumie`re blanche.
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Fig. 2.8 – Sche´ma du dispositif d’acquisition.
Came´ra nume´rique : Toutes les acquisitions d’images pour la PIV ont e´te´
faites avec la came´ra nume´rique Kodak Megaplus ES 1.0, d’une haute re´so-
lution de 1008 × 1018 pixels2. Un objectif de 50 mm (f/1.8) ou de 135 mm
(f/2.8) peut eˆtre place´ sur cette came´ra. Cette came´ra permet de prendre
30 images a` la seconde, mais l’ordinateur limitait le nombre d’images a` 300.
Cela ne permettait qu’une acquisition de 10 secondes maximum. Ne´anmoins,
en utilisant deux lasers mini-Yag synchronise´s avec la came´ra, nous avons pu
faire des acquisitions de paires d’images. L’inte´reˆt re´side dans le fait que le
temps entre les deux images d’une meˆme paire peut eˆtre baisse´ jusqu’a` une
valeur de 1 µs, alors que le temps entre deux paires d’images reste grand.
Cela permet de faire des acquisitions des champs de vitesse sur des longues
dure´es avec des nombres de Reynolds e´leve´s.
Came´scope : Nous avons utilise´ un came´scope, couple´ a` un magne´toscope,
pour enregistrer l’e´volution grossie`re des phe´nome`nes pendant les pe´riodes
d’essai. De plus, l’utilisation du came´scope en paralle`le avec la came´ra
nume´rique, a permis de suivre l’e´volution de l’instabilite´ tridimensionnelle
suivant plusieurs vues simultane´ment. Cela est particulie`rement important
pour l’analyse du taux de croissance en fonction de la longueur d’onde. La
came´ra nume´rique prend des images dans des sections perpendiculaires aux
tourbillons, ce qui permet d’obtenir le taux de croissance par analyse des
visualisations, et le champ de vitesse par PIV. Simultane´ment, le came´scope
prend des images suivant une vue de coˆte´, d’ou` l’on de´duit la longueur
d’onde.
Appareil Photo : Pour obtenir des photos de haute qualite´, nous avons uti-
lise´ un appareil photo, avec un objectif de 50 mm (f/1.8), ainsi que des
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pellicules photos d’une sensibilite´ de 400 ou 800 Asa. Cela a permis de faire
des visualisations de la fusion de deux vortex ou de l’instabilite´ elliptique,
publie´es dans plusieurs revues (Meunier & Leweke 1999a, 2000a, 2000b).
En conclusion, le caracte`re instationnaire et instable de l’e´coulement
e´tudie´ rend cette expe´rience tre`s de´licate. Nous avons modifie´ progressi-
vement le dispositif expe´rimental, afin de re´soudre les proble`mes lie´s a` la
convection, a` la recirculation autour des pales, a` la dissyme´trie des tour-
billons, aux instabilite´s de la nappe de vorticite´, a` l’ellipticite´ des trajec-
toires des vortex et aux effets de bout en bas du tourbillon. De plus, de
multiples pre´cautions ont e´te´ prises a` poste´riori pour s’assurer de la validite´
des re´sultats.
2.2 Me´thodes de mesure
2.2.1 Visualisations au colorant
Nous avons utilise´ des colorants pour visualiser la position et la forme des
tourbillons. La Fluoresce´ine est un colorant vert tre`s efficace, car elle fluo-
resce exactement a` la longueur d’onde principale du laser Argon (488 nm).
Mais pour distinguer les deux vortex, nous avons aussi utilise´ de la Rho-
damine B, qui est beaucoup moins lumineuse lorsqu’elle est e´claire´e par un
laser Argon, et qui donne une couleur orange. Nous avons duˆ utiliser de la
Rhodamine B tre`s concentre´e afin de pouvoir visualiser les deux colorants
en meˆme temps. Nous avions deux principes d’injection du colorant.
Peinture sur le bord des pales : La premie`re me´thode consiste a` de´poser le
colorant sur la partie biseaute´e de la pale, sur une largeur d’environ 1 mm le
long de l’areˆte. Pour avoir une paˆte assez e´paisse, les colorants initialement
en poudre, sont dilue´s dans de l’eau, puis me´lange´s a` une paˆte acrylique
utilise´e en peinture d’aquarelles. Le colorant peut alors eˆtre enduit facilement
sur la pale, lorsqu’elle est au dessus de l’eau. Les pales sont ensuite inse´re´es
lentement dans l’eau graˆce au chariot. Apre`s 20 secondes environ, le fluide
est de nouveau immobile et il est possible de faire une expe´rience.
Le colorant est de´pose´ sur une hauteur d’environ 15 a` 20 cm, 20 cm sous
la surface, c’est-a`-dire dans la zone ou` les tourbillons sont les plus uniformes
suivant la direction axiale. La tranche lumineuse traverse les tourbillons
au milieu de la zone marque´e par le colorant, et donne des images sem-
blables a` la photo de la figure 2.9. Nous montrerons dans la section 2.2.3
que l’e´volution du colorant donne de grandes informations sur le champ de
vitesse bidimensionnel. De plus, nous montrerons dans le paragraphe 2.3.6
que les visualisations permettent de de´terminer le taux de croissance et la
longueur d’onde de l’instabilite´ tridimensionnelle.
Injection par un tube : Nous allons analyser dans le chapitre 6 l’e´volution
d’une tache de colorant dans l’e´coulement e´tudie´. Pour pouvoir normali-
ser les densite´s de probabilite´ de la concentration du colorant, nous avons
besoin de connaˆıtre exactement la concentration initiale du colorant. Ceci
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Fig. 2.9 – Visualisation des tourbillons cre´e´s par les deux pales par du colorant peint
sur le bord des pales. Lorsque la vitesse des pales de´croit trop lentement, la nappe de
vorticite´ est soumise a` l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz, qui cre´e des vortex secondaires.
n’est pas possible avec la me´thode de´crite ci-dessus. Nous avons donc de´cide´
d’injecter le colorant (qui est maintenant sous forme liquide tre`s dilue´e) a`
l’aide d’un tube vertical, place´ 10 cm en dessous de la tranche lumineuse.
La tempe´rature du colorant est en ge´ne´ral plus e´leve´e que l’eau de la cuve,
car elle est a` la tempe´rature de la pie`ce, qui est plus chaude dans la journe´e.
Le colorant remonte alors dans le fluide le long de la pale, cre´ant ainsi une
colonne de colorant, d’un diame`tre e´gal au diame`tre du tube (5 mm). Cette
colonne est place´e au milieu de la partie biseaute´e, c’est-a`-dire a` 3 mm de
l’areˆte de la pale. Avant de commencer l’expe´rience, le tube est retire´ dou-
cement sur le coˆte´, afin que la circulation des tourbillons ne varie pas avec la
hauteur, car cela entraˆıne un e´coulement axial. Cette technique d’injection
de colorant permet d’e´tudier l’e´volution d’un scalaire passif dans le champ
de vitesse de deux tourbillons, et d’analyser le me´lange entre les deux tour-
billons lors de la fusion.
2.2.2 Mesures quantitatives par PIV
Graˆce a` la came´ra Kodak haute re´solution, nous avons pu prendre des
paires d’images tre`s rapproche´es. En ensemenc¸ant l’eau par des particules
re´fle´chissantes, il est possible d’analyser les de´placements des particules entre
les deux images, et d’en de´duire le champ de vitesse bidimensionnel instan-
tane´. Les particules ont e´te´ achete´es chez Optimage, et ont un diame`tre de
l’ordre de 50 µm. Bien que la taille des particules paraisse grande, elles sont
de deux ordres de grandeur plus petites que la longueur caracte´ristique de
l’e´coulement, repre´sente´e par la taille des cœurs, ce qui est suffisant pour
qu’elles suivent correctement la vitesse du fluide.
L’analyse des images est faite automatiquement par un algorithme d’in-
34 2. Techniques expe´rimentales
tercorre´lation, e´crit sous l’environnement Matlab. Nous avons duˆ faire face
a` un proble`me lie´ au type d’e´coulement e´tudie´ : les e´coulements tourbillon-
naires. En effet, au cœur des vortex la vorticite´ est tre`s importante, et les
algorithmes de corre´lation classiques ne sont plus efficaces. Au cœur des
tourbillons, aucun vecteur vitesse ne peut eˆtre de´tecte´ par les algorithmes
normaux. Le profil de vitesse des tourbillons ne peut donc pas eˆtre calcule´ et
la taille des cœurs des vortex reste ainsi inconnue. Les techniques de´veloppe´es
pour re´soudre ce proble`me sont explique´es en de´tail dans le chapitre 4.
2.2.3 Comparaison entre les visualisations
au colorant et les champs de vorticite´
Dans ce paragraphe, nous expliquons pourquoi le colorant est un bon
marqueur de la vorticite´ pour les e´coulements bidimensionnels. C’est un
proble`me classique mais souvent discute´, qui ne´cessite dans notre cas une
petite e´tude. La vorticite´ qui se trouve au cœur des tourbillons, est cre´e´e
au de´part dans la couche limite qui apparaˆıt le long de la pale. En effet,
lors de la rotation de la pale, le fluide est mis en mouvement autour de la
pale, cre´ant un e´coulement paralle`le a` la face de la pale. La viscosite´ cre´e
aussitoˆt une couche limite de vorticite´, qui est partiellement entraˆıne´e par
le fluide. Cette couche de vorticite´ se de´croche de la pale lorsqu’elle arrive a`
la pointe, cre´ant ainsi une nappe de vorticite´. L’e´volution de cette nappe de
vorticite´ est encore mal comprise a` l’heure actuelle. Des calculs the´oriques
(voir par exemple Saffman 1992) montrent que dans le cas d’une plaque
semi-infinie, d’e´paisseur nulle, impulsivement mise en translation a` vitesse
constante, la nappe s’enroule en spirale (Kaden 1931), cre´ant un tourbillon
dont la vitesse azimutale moyenne varie comme r−1/2, r e´tant la distance
au centre du vortex. Cependant, dans notre cas, nous avons fait de´croˆıtre
la vitesse de la pale de manie`re a` ce que le tourbillon soit plus proche d’un
tourbillon Gaussien. Nous reviendrons sur le profil du tourbillon dans la
section 2.3.
Le colorant, quant a` lui est initialement de´pose´ le long de la pale, a`
l’endroit ou` la couche de vorticite´ est cre´e´e. Par diffusion, il se trouve donc
lui aussi entraˆıne´ par le fluide le long de la pale et de´croche au niveau de
la pointe. Le colorant et la vorticite´ sont ainsi place´s au meˆme endroit au
de´but de l’enroulement de la nappe. Ils sont ensuite advecte´s par le fluide,
et suivent donc la meˆme e´volution dans la suite de l’expe´rience. En effet,
la vorticite´ ω et la concentration en colorant c sont re´gis par des e´quation
semblables dans le cas bidimensionnel 1 :
∂ω
∂t
+ v · ∇ω = ν∆ω (2.2)
∂c
∂t
+ v · ∇c = κ∆c (2.3)
La seule diffe´rence entre les deux e´quations d’e´volution vient du terme de
diffusion. Le rapport entre la diffusivite´ de la vorticite´ ν et la diffusivite´ du
1. le terme d’e´tirement de la vorticite´ ω · ∇v est nul en 2 dimensions
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Fig. 2.10 – Comparaison du colorant et de la vorticite´ pour deux expe´riences iden-
tiques, apre`s enroulement des nappes de vorticite´ : t = 6.7 s (t∗ = 0.5). La diffe´rence
entre deux niveaux de vorticite´ est ∆ω = 0.5 s−1 et le nombre de Reynolds vaut 1506.
colorant κ est effectivement tre`s e´leve´ dans l’eau, puisqu’il correspond au
nombre de Schmidt S = ν/κ, qui est de l’ordre de 2000 pour la Fluoresce´ine
dans l’eau. Nous pouvons en conclure que tant que les temps de diffusion sont
ne´gligeables devant les temps de l’expe´rience, la vorticite´ est bien marque´e
par le colorant car il a e´te´ injecte´ au meˆme endroit.
Au cœur des tourbillons, la distance entre deux cercles de la spirale de co-
lorant est tre`s faible (e < 1 mm). Le temps de diffusion associe´ (e2/ν ∼ 1 s)
est tre`s petit devant le temps convectif de l’expe´rience, repre´sente´ par la
pe´riode de rotation de la paire (tc ∼ 10 s). Au cœur du vortex, la nappe
de vorticite´ diffuse donc rapidement en une distribution continue et axi-
syme´trique de vorticite´. Par contre, le colorant n’a pas le temps de diffuser,
car le temps de diffusion de la concentration de colorant (e2/κ) est de l’ordre
de 1000 s. La spirale de colorant est donc tre`s proche des contours d’isovorti-
cite´, qui sont des cercles concentriques du fait de l’axisyme´trie du tourbillon.
Avant la fusion des tourbillons, on peut donc assimiler la ligne de colorant
aux contours de vorticite´. Cette ressemblance est bien mise en e´vidence
dans la figure 2.10, dans laquelle les contours de vorticite´ correspondent
presque exactement aux lignes quasi-circulaires de colorant. A l’exte´rieur du
cœur des vortex, la spirale de vorticite´ est encore visible et se situe exacte-
ment a` l’endroit ou` la spirale de colorant se de´croche de la pointe des pales.
Cela est en accord avec le me´canisme de cre´ation des tourbillons. Finale-
ment, cette correspondance est fortuite, car elle provient de l’axisyme´trie
des lignes de courant et non des Eqs. (2.2, 2.3). Mais elle est tre`s utile, car
les visualisations au colorant donnent une compre´hension intuitive et rapide
de l’e´coulement bidimensionnel.
Lors de la fusion des deux vortex (ce phe´nome`ne est de´crit en de´tail dans
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Fig. 2.11 – Comparaison du colorant et de la vorticite´ pour deux expe´riences iden-
tiques, apre`s fusion : t = 21.7 s (t∗ = 1.5). La diffe´rence entre deux niveaux de vorticite´
est ∆ω = 0.5 s−1 et le nombre de Reynolds vaut 1506.
le chapitre 4), les e´volutions sont re´gies par des me´canismes convectifs, et la
diffusion joue un roˆle tre`s faible. Les contours de vorticite´ et les lignes de co-
lorant sont simplement advecte´s par le fluide, et le colorant reste un tre`s bon
marqueur de la vorticite´. Les visualisations sont donc un excellent moyen
de comprendre les me´canismes qui re´gissent la fusion. Ne´anmoins, apre`s la
fusion, le vortex final est de nouveau sujet a` de la diffusion visqueuse. C’est
pourquoi les deux lobes de vorticite´ (issus des deux vortex initiaux), qui sont
se´pare´s par une bande de vorticite´ faible juste apre`s la fusion, vont diffuser
progressivement pour combler cette bande, et ne former qu’une unique dis-
tribution de vorticite´. Le colorant au contraire n’a pas le temps de diffuser
sur cette e´chelle, et les lignes de colorant n’ont plus du tout la forme que
posse`dent les contours de vorticite´, ainsi que le montre la figure 2.11. En
effet, on observe sur les visualisations une structure ressemblant au symbole
Chinois du Yin et du Yang, alors que la distribution de vorticite´ est presque
axisyme´trique au cœur du tourbillon dans les instants finaux. Ainsi, la vi-
sualisation au colorant est traˆıtre car elle ne repre´sente plus les contours de
vorticite´. Les mesures quantitatives e´taient donc ne´cessaires, pour pouvoir
caracte´riser ve´ritablement l’e´tat final de l’e´coulement.
2.3 Traitement des donne´es
Dans ce paragraphe, nous expliquons comment nous avons de´duit les
parame`tres de l’e´coulement des champs de vitesse obtenus par PIV. Nous
analysons ensuite l’erreur commise sur chacun de ces parame`tres.
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Fig. 2.12 – (a) Champ de vitesse et (b) contours de vorticite´ obtenus pour une paire
de tourbillons avant la fusion, pour un nombre de Reynolds e´gal a` 3600. Le rapport a/b
entre la taille du cœur et la distance de se´paration vaut 0.17. La diffe´rence entre deux
contours de vorticite´ vaut 2 s−1.
2.3.1 Parame`tres de l’e´coulement
L’e´coulement cre´e´ par les deux pales est constitue´ de deux tourbillons
tournant dans le sens trigonome´trique. Leur champ de vitesse et de vorticite´
sont repre´sente´s sur la figure 2.12. Par induction mutuelle, la paire tourne sur
elle-meˆme dans le sens trigonome´trique avec une vitesse angulaire proche de
celle de deux tourbillons ponctuels, donne´e dans l’e´quation (1.1). L’angle θ
de la paire, de´fini dans la figure 2.12(b), augmente donc avec le temps. Nous
allons utiliser cette vitesse de rotation pour adimensionner le temps dans
l’expe´rience, qui de´marre au de´but de la rotation des pales. Nous utilisons
la pe´riode de rotation de la paire tc comme e´chelle de temps, ce qui revient
a` utiliser un temps adimensionne´ de´fini par :




Lorsque cela est pre´cise´, nous utilisons un temps dont l’origine a e´te´ trans-
late´e, afin d’avoir une relation simple entre le temps et la taille des cœurs :
l’origine des temps est prise la` ou` la taille des cœurs tend vers 0 par extra-
polation de la croissance visqueuse.
Il est a` noter que la circulation Γ et la taille des cœurs a de chaque
tourbillon ne peuvent eˆtre obtenues qu’a` partir des mesures quantitatives
par PIV. Ces grandeurs ne peuvent pas eˆtre issues des visualisations au
colorant, sauf en supposant que la paire de tourbillons non ponctuels tourne
sur elle-meˆme comme une paire de tourbillons ponctuels. Cela sera ve´rifie´
expe´rimentalement dans le chapitre 4.
Nous venons de parler de la taille du cœur a d’un tourbillon, qui ca-
racte´rise l’extension spatiale de chaque vortex. Pour de´finir proprement la
taille du cœur, il est ne´cessaire de connaˆıtre la forme du profil de vitesse de
chaque tourbillon. Nous avons observe´ que l’e´coulement cre´e´ par les deux
pales est tre`s proche du champ de vitesse de deux tourbillons Gaussiens,





















Fig. 2.13 – (a) Vitesse transverse et (b) vorticite´ axiale sur la ligne joignant les
centres des deux vortex pour le champ de vorticite´ de la figure 2.10. Les lignes continues
correspondent aux pre´dictions the´oriques faites a` partir de deux vortex Gaussiens, de´finis
par l’e´quation (2.5), posse´dant la meˆme circulation (Γ1 = 15cm2/s et Γ2 = 13cm2/s),
la meˆme taille de cœur (a1 = 0.62 cm et a2 = 0.57 cm) et la meˆme distance de
se´paration (b = 3.3 cm)
aussi appele´s vortex de Lamb-Oseen. Le vortex de Lamb-Oseen est un tour-
billon axisyme´trique, de´fini en coordonne´es cylindriques (r, ϕ, z) par une












La figure 2.13 montre les profils de vitesse et de vorticite´ trouve´s expe´ri-
mentalement sur une ligne joignant les deux vortex. Cette figure prouve
que l’e´coulement est effectivement tre`s proche de la superposition de deux
tourbillons Gaussiens, puisque les mesures se trouvent presque exactement
sur les courbes the´oriques.
2.3.2 Mesure de la distance de se´paration b
Nous avons calcule´ la distance de se´paration b entre les deux vortex, en
traitant les champs de vitesse obtenus par PIV, en utilisant deux me´thodes
diffe´rentes. La premie`re me´thode est globale, car elle utilise une approxi-
mation du champ de vitesse par deux tourbillons Gaussiens. La deuxie`me
me´thode est locale car elle recherche des maxima locaux de vorticite´.
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Fig. 2.14 – Distance de se´paration entre les deux vortex avant la fusion. Les triangles
correspondent au re´sultat obtenu en prenant la distance entre les deux maxima de
vorticite´. Les cercles sont obtenus en fittant le champ de vitesse par deux tourbillons
Gaussiens. Le nombre de Reynolds vaut 1506.
Fit du champ de vitesse : Nous avons vu que le champ de vitesse dans la fi-
gure 2.13 est tre`s proche du champ cre´e´ par deux tourbillons Gaussiens. Nous
avons approxime´ le champ de vitesse expe´rimental par un champ the´orique
constitue´ de deux tourbillons Gaussiens. Les tourbillons expe´rimentaux sont
caracte´rise´s par leurs circulations Γ1 et Γ2, leurs tailles de cœur a1 et a2,
et leurs positions (x1,y1) et (x2,y2). En appelant (ufit) le champ de vitesse
de´fini par ces huit parame`tres, on peut de´finir une distance entre le champ
de vitesse expe´rimental u et le champ de vitesse fitte´ :
d(u,ufit) =
[
(u− ufit)2 + (v − vfit)2
]1/2 (2.6)
En utilisant des proce´dures Matlab, il est alors tre`s facile d’optimiser les
parame`tres du champ fitte´ afin de minimiser cette distance. On obtient
ainsi tous les renseignements concernant les vortex : a, Γ , et b. La distance
de se´paration b, calcule´e par cette me´thode, est trace´e dans la figure 2.14,
repre´sente´e par les symboles circulaires. Le bruit de mesure est tre`s faible,
car le fit utilise tout le champ de vitesse, ce qui moyenne les erreurs de
chaque vecteur. Par contre, cette me´thode n’est valable que lorsque les deux
vortex sont suffisamment e´loigne´s : il n’est pas possible d’avoir des mesures
par un fit pendant la pe´riode de la fusion. C’est pourquoi nous avons aussi
utilise´ une autre me´thode.
Recherche de maxima de vorticite´ : Le champ de vorticite´ est obtenu par
diffe´rences finies, a` partir du champ de vitesse instantane´. La vorticite´ en
chaque point de la grille est calcule´ a` partir de la vitesse sur les huit points
voisins. Le champ de vorticite´ est ensuite lisse´ en moyennant la vorticite´
sur neuf points voisins. Ce lissage peut modifier la valeur de la vorticite´
maximale, mais il augmente la pre´cision sur la position de ce maximum, qui
est alors infe´rieure au pas de la grille, c’est-a`-dire de l’ordre de 1.5 mm. La










Fig. 2.15 – Circulation totale de l’e´coulement en fonction du temps, obtenue par
inte´gration de la vitesse sur un contour (trait plein), et par un fit du champ de vitesse
avec deux tourbillons (et un unique tourbillon apre`s fusion) Gaussiens (traits pointille´s).
Le nombre de Reynolds vaut 1506.
distance entre les deux maxima de vorticite´ correspond a` la distance entre
les cœurs des deux vortex.
Il est a` noter que l’influence d’un vortex sur le vortex oppose´ est ne´gli-
geable puisque les distributions sont Gaussiennes. En effet, meˆme pour un
rapport a/b aussi e´leve´ que 0.25, la vorticite´ propre d’un vortex est plus
grande que la vorticite´ du vortex oppose´ de sept ordres de grandeur. Cette
technique de recherche de la distance de se´paration est donc tre`s efficace,
meˆme pendant la fusion des deux vortex. Les re´sultats sont trace´s par des
triangles sur la figure 2.14. Il est possible de mesurer la distance, meˆme
lorsqu’elle a diminue´ de moitie´. De plus, pendant la formation des vortex,
c’est-a`-dire pour t < 2 s, les maxima de vorticite´ sont identifiables tre`s toˆt,
bien avant que la me´thode du fit ne donne des re´sultats. Cette me´thode
de mesure de b est donc tre`s agre´able, car elle est valable sur une pe´riode
de temps tre`s grande. De plus, la concordance avec la technique de fit est
tre`s bonne. Ne´anmoins, le bruit est un peu plus grand en utilisant cette
technique, puisque c’est une me´thode locale qui ne moyenne pas les mesures
de tout le champ de vitesse.
En conclusion, la distance de se´paration b est mesure´e de manie`re tre`s
pre´cise, avec une erreur relative d’environ 2%. Les incertitudes sur la dis-
tance de se´paration moyenne viennent plus de la variation de b avec le temps :
la distance b oscille le´ge`rement autour de sa position moyenne dans la fi-
gure 2.14. Ceci est lie´ au fait que le mouvement des deux tourbillons n’est
pas exactement circulaire, a` cause de la pre´sence des pales (voir le para-
graphe 2.1.3).
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Fig. 2.16 – Sche´ma explicatif des deux zones (en trait plein et en traits pointille´s) sur
lesquelles sont calcule´es les circulations des deux vortex.
2.3.3 Calcul de la circulation des vortex Γ
La circulation de chaque vortex est obtenue par la me´thode du fit du
champ de vitesse, de´crite dans le paragraphe pre´ce´dent. La somme de la
circulation des deux tourbillons, obtenue pas cette technique, est trace´e dans
la figure 2.15 par une ligne discontinue. Apre`s la fusion, le champ de vitesse
est fitte´ par un unique tourbillon Gaussien, de´fini par 4 parame`tres : sa
position (x,y), sa circulation Γ , et sa taille a.
Cependant, il est plus efficace de calculer directement la circulation glo-
bale en inte´grant la vitesse sur un contour qui englobe les deux tourbillons.
Cette me´thode est tre`s efficace, car elle utilise le champ de vitesse dans les
re´gions qui sont en dehors des cœurs des vortex, c’est-a`-dire la` ou` l’algo-
rithme de PIV est tre`s pre´cis. Avant la fusion, la circulation totale est obte-
nue sur le contour pe´riphe´rique des contours 1 et 2 de´crits dans la figure 2.16.
Apre`s la fusion, la circulation totale des deux tourbillons est obtenue en uti-
lisant un contour hexagonal, de rayon 5 cm. La circulation totale, obtenue
par cette me´thode, est trace´e dans la figure 2.15 par la ligne continue. La
concordance entre les deux me´thodes de mesure de la circulation est tre`s
bonne avant la fusion. Cependant, apre`s la fusion il y a une diffe´rence de
10 %, qui vient du fait que le vortex final n’est pas exactement Gaussien.
La me´thode du fit n’est donc plus adapte´e. Nous reviendrons sur cet as-
pect dans le paragraphe suivant et dans le chapitre 4. C’est pourquoi nous
avons finalement calcule´ la circulation directement sur des contours car cela
repre´sente exactement la circulation totale de l’e´coulement. La figure 2.15
indique qu’elle est conserve´e, ce qui est conforme, puisqu’aucune vorticite´ ne
sort du domaine de mesure. La circulation moyenne est donc extreˆmement
bien de´finie, et son incertitude est de l’ordre de 1%.











Fig. 2.17 – Vitesse azimutale moyenne autour d’un vortex, correspondant au champ
de vorticite´ de la figure 2.10. La ligne continue correspond au profil de vitesse d’un
tourbillon Gaussien de´fini par l’e´quation 2.5, posse´dant la meˆme circulation (Γ =
13 cm2 s−1), la meˆme taille de cœur (a = 0.57 cm) et le meˆme rapport a/b = 0.18.
Le nombre de Reynolds vaut 1506.
Pour connaˆıtre la dissyme´trie des tourbillons, il faut calculer la circula-
tion de chaque tourbillon. Nous avons utilise´ un contour pour chaque tour-
billon. Ces contours sont explicite´s dans la figure 2.16. On peut alors en
de´duire le rapport Γ1/Γ2 entre les deux circulations.
2.3.4 De´termination de la taille du cœur a
La me´thode de fit du champ de vitesse donne la taille du cœur si les
tourbillons sont Gaussiens. Malheureusement, le tourbillon final apre`s fusion
n’est pas Gaussien. En effet, nous verrons dans le chapitre 4 qu’il est difficile
de trouver une bonne approximation Gaussienne du profil de vorticite´, car il
posse`de des ailes qui ont une vorticite´ trop importante (voir la figure 4.18).
Ces ailes correspondent aux spirales de vorticite´, visibles dans le champ de
vorticite´ de la figure 2.11(b). Il faut donc trouver une mesure de la taille du
cœur qui soit inde´pendante du profil.
Le profil de la vitesse azimutale moyenne est trace´ dans la figure 2.17.
L’incertitude est tre`s faible, car la vitesse est moyenne´e sur des cercles centre´s
sur le cœur du vortex. Il est possible de localiser tre`s pre´cise´ment le rayon
r = amax pour lequel la vitesse azimutale est maximale. Dans le cas d’un
tourbillon Gaussien, la vitesse est maximale en r = 1.12 a, ou` a est le pa-
rame`tre de la Gaussienne dans la formule (2.5). Nous avons donc de´fini la
taille du cœur par :
a = amax/1.12 (2.7)
avec amax mesure´ sur le profil de vitesse azimutale moyenne. Avec une telle
de´finition, la taille du cœur a correspond au parame`tre de´fini dans la for-
mule (2.5), si les tourbillons observe´s sont effectivement Gaussiens. La fi-
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gure 2.17 montre que la vitesse azimutale mesure´e expe´rimentalement est
tre`s proche du profil d’un tourbillon Gaussien, quand on regarde les tour-
billons avant fusion. Avant la fusion, les re´sultats obtenus par cette me´thode
sont en accord avec les re´sultats obtenus par la me´thode du fit. Par contre,
apre`s la fusion, il y a une le´ge`re diffe´rence, de l’ordre de 5%.
Il est a` noter que pour les expe´riences a` haut nombre de Reynolds, le pro-
fil de vitesse est moins proche d’une Gaussienne (voir figure 5.4). La vitesse
azimutale de´croit moins vite avec r, indiquant que la vorticite´ de´croit moins
vite qu’une Gaussienne, meˆme avant la fusion. La taille effective du cœur, a`
prendre en compte pour une comparaison avec les re´sultats the´oriques, pour-
rait donc eˆtre le´ge`rement plus grande que celle calcule´e a` partir de amax pour
les re´sultats a` haut nombre de Reynolds.
Influence du vortex oppose´ sur la de´termination de la taille du cœur : Nous al-
lons analyser comment la mesure de la taille du cœur amax est influence´e par
la pre´sence du vortex oppose´. Pour cela, il faut calculer la vitesse azimutale
moyenne, sur un cercle de rayon r autour du vortex 1:














Dans cette formule, Γ1 est la circulation totale du vortex 1, la fonction f est
de´finie par f(r) = (1− e−r2)/r, et C2(r) est la circulation de la vorticite´ du
vortex 2 sur le cercle de rayon r. Nous avons ici adimensionne´ les distances
par la taille du vortex 1, en prenant a1 = 1. Lorsque C2 est nulle, c’est-a`-dire
quand les vortex sont infiniment e´loigne´s, la vitesse azimutale moyenne est
maximale lorsque la fonction f(r) est maximale, c’est-a`-dire en r = r0 '
1.12. L’effet de la fonction C2 est visible dans la figure 2.17, et correspond
a` la hausse de vϕ lorsque r se rapproche du vortex 2. Lorsque C2 est non
nulle, < vϕ > est maximale en r = amax, de´fini par < vϕ >′ (r) = 0.










pour r = amax (2.9)











Le terme amax − r0 correspond a` l’erreur ε faite sur la mesure de la taille
du cœur par cette me´thode, en pre´sence du vortex oppose´. Pour avoir une
majoration de l’erreur faite sur ε, il suffit donc de majorer la valeur absolue
















∣∣∣∣ < 32 ωmax (2.11)
Dans cette formule, ωmax correspond au maximum de la vorticite´ ω2 du vor-
tex 2, sur le cercle de rayon r = amax, et vaut Γ2 exp[−(b− amax)2/a22]/pia22.
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La deuxie`me majoration est tre`s large, car la vorticite´ de´croit exponentiel-
lement, et est donc beaucoup plus faible que ωmax sur la quasi-totalite´ du
cercle. En combinant l’e´quation (2.10) et (2.11), on obtient une majoration

















Dans le cas syme´trique et pour un rapport a/b = 0.25, l’erreur relative
vaut 0.1%, ce qui est ne´gligeable devant les erreurs lie´es au bruit de me-
sure. Cependant, pour un rapport a/b = 0.3, l’erreur relative devient plus
importante, de l’ordre de 3%. La taille des cœurs n’est donc pas mesurable
pendant la phase de la fusion, qui de´marre pour un rapport a/b de l’ordre
de 0.25.
Effet d’une mauvaise localisation du centre du vortex : Nous allons main-
tenant calculer l’erreur engendre´e par une mauvaise localisation du centre
du vortex, qui peut survenir lorsque le maximum de vorticite´ mesure´ est
le´ge`rement de´cale´ par rapport au vrai centre du vortex. Nous ne conside´rons
ici qu’un seul vortex. Supposons que le vortex soit centre´ en O, mais que
l’algorithme d’analyse du champ de vitesse l’a localise´ en O′, a` une dis-
tance ∆ du centre O. La proce´dure automatique calcule la vitesse azimutale
moyenne, sur des cercles centre´s en O′ :













ou` C(O) (resp. C(O′)) signifie le cercle de centre O (resp. O′). Par un
de´veloppement limite´ de ω(r+
−−→
OO′) au deuxie`me ordre en
−−→
OO′ (le premier
ordre s’annule lors de l’inte´gration), on trouve :

















Dans cette formule, f(r) = (1 − e−r2)/r est la fonction pre´ce´demment
de´finie, et g(r) = re−r2 correspond au terme de de´centrage. La taille du
cœur est obtenue en r = amax lorsque la vitesse est maximale. En de´rivant
l’e´quation (2.14) et en faisant comme pre´ce´demment un de´veloppement li-

















La variation de la taille du cœur amax pour un vortex de´centre´ d’une dis-
tance ∆ est trace´e dans la figure 2.18. La formule pre´ce´dente est compare´e
aux re´sultats de simulations nume´riques. Dans ces simulations nume´riques,
on rentre le champ de vitesse d’un vortex Gaussien, de´centre´ d’une distance
∆ par rapport a` l’origine, sur une grille d’un pas p = a/4 ou p = a/10.
La proce´dure utilise´e dans les expe´riences, calcule alors le profil de vi-
tesse sur des cercles centre´s autour de l’origine, et en de´duit une valeur
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Fig. 2.18 – Taille du cœur amax pour laquelle la vitesse azimutale est maximale,
calcule´e pour un vortex Gaussien (2.5), de´centre´ d’une distance ∆. La ligne continue
correspond au re´sultat the´orique de l’e´quation (2.15). Les symboles correspondent a`
une validation nume´rique faite a` l’aide d’une grille dont le pas vaut a/4 (◦) comme
dans les expe´riences, et a/10 (M).
de amax. La correspondance entre les simulations nume´riques et la formule
the´orique (2.15) est bonne. De plus, cette figure montre que l’effet de la grille
est ne´gligeable si le pas de la grille est infe´rieur a` a/4.
Expe´rimentalement, nous avons observe´ que le maximum de vorticite´
n’est jamais plus e´loigne´ du centre du vortex que de un pas de la grille. Le
de´centrage ∆ maximum est donc environ e´gal au pas de la grille. Dans les
conditions expe´rimentales classiques, la taille du cœur au de´but de l’expe´-
rience vaut environ 6 mm, et le pas du re´seau vaut environ 1.5 mm. L’erreur
sur la taille du cœur, calcule´e par la formule (2.15), est donc infe´rieure a`
3.5%. Si l’on moyenne l’erreur en faisant varier le de´centrage a` l’inte´rieur du
carre´ construit par les plus proches voisins de la grille, on obtient une erreur
syste´matique de 2% : εbiais = 0.56(2/3)(p/a)2, ou` p est le pas de la grille.
Cette erreur devrait eˆtre prise en compte dans les re´sultats, mais elle est
en fait plus petite que l’incertitude, lie´e au bruit de mesure dans le champ
de vitesse. En effet, on peut voir sur les figures 4.4 et 4.7 qui montrent la
taille du cœur en fonction du temps, que le bruit de mesure est relativement
important. Cette incertitude est lie´e aux erreurs de mesure dans le champ
de vitesse, qui cre´ent du bruit dans le profil azimutal < vϕ >, ce qui entraˆıne
une mauvaise de´termination de amax. L’incertitude sur la taille du cœur est
de l’ordre de 5%.
En conclusion, l’erreur provient essentiellement du bruit dans le champ
de vitesse et non de la localisation du maximum de vorticite´ ou de l’in-
fluence du tourbillon oppose´. L’incertitude est de l’ordre de 5%. De tous les
parame`tres (Γ , a, b), c’est la grandeur expe´rimentale qui posse`de le plus de
bruit.
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Fig. 2.19 – Exemple de visualisation de l’instabilite´ tridimensionnelle obtenue sur une
paire de tourbillons corotatifs.
2.3.5 Mesure de la longueur d’onde de l’instabilite´
Nous verrons dans le chapitre 5 qu’il apparaˆıt une instabilite´ tridimen-
sionnelle aux nombres de Reynolds e´leve´s. Elle se manifeste sous la forme
d’une ondulation des cœurs des vortex, ainsi que le montre la visualisation
de la figure 2.19. Nous avons obtenu une mesure simultane´e de la longueur
d’onde, de l’amplitude et du champ de vitesse, en utilisant deux came´ras si-
multane´ment. Pour cela, nous avons marque´ les tourbillons avec du colorant
et nous avons inse´re´ des particules dans le fluide pour la PIV. Une mesure
simultane´e des trois grandeurs est ne´cessaire car l’e´coulement est instation-
naire et le phe´nome`ne de l’instabilite´ est peu reproductible. La longueur
d’onde est mesure´e directement sur les visualisations en vue de coˆte´ sem-
blables a` celles de la photo de la figure 2.19. L’impre´cision des mesures vient
de l’irre´gularite´ de l’ondulation, lorsque les parame`tres de l’e´coulement sont
a` la limite du domaine ou` apparaˆıt l’instabilite´. L’erreur reste cependant
tre`s faible, de l’ordre de 2%.
2.3.6 Taux de croissance de l’instabilite´
En illuminant l’instabilite´ par deux tranches laser passant par le maxi-
mum et le minimum de l’ondulation (voir la figure 5.16), il est possible de
mesurer pre´scise´ment l’amplitude de l’ondulation en fonction du temps. Une
approximation exponentielle de l’e´volution temporelle de cette amplitude
conduit a` une valeur expe´rimentale du taux de croissance de l’instabilite´.
Il est cependant difficile de savoir si le taux de croissance mesure´ sur des
visualisations au colorant correspond effectivement au taux de croissance du
mode de l’instabilite´. En effet, l’amplitude de l’ondulation sature aux fortes
amplitudes du mode, a` cause de la forme de la perturbation, qui est proche
de celle donne´e the´oriquement par les e´quations (5.11–5.13). Nous avons
donc effectue´ des simulations nume´riques en plac¸ant un point de colorant
dans un e´coulement constitue´ de la superposition d’un vortex Gaussien (2.5)
et de la perturbation tridimensionnelle donne´e par (5.11–5.13), qui croˆıt en
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Fig. 2.20 – Simulation nume´rique de la trajectoire d’un point de colorant dans la
superposition d’un vortex Gaussien et d’une perturbation tridimensionnelle. Le point de
colorant, repre´sente´ par la ligne continue, est initialement place´ au centre du vortex
Gaussien. (a) Distance entre le centre du vortex et le point de colorant. (b) Angle avec
l’axe (Ox) joignant les deux vortex. La ligne discontinue repre´sente le centre de rotation
de l’e´coulement total et les traits mixtes correspondent au maximum de vorticite´.
fonction du temps. Nous avons re´solu l’e´quation diffe´rentielle (r˙, ϕ˙, z˙) =
(vr, vϕ/r, vz), avec les conditions intiales r = 3.10−4, ϕ = −48.6◦ and z = 0.
Ces conditions initiales ne changent pas la trajectoire finale, mais minimisent
simplement les oscillations qui apparaˆıssent dans la premie`re phase, ou` la
trajectoire s’adapte a` l’e´quation diffe´rentielle. Sur cette trajectoire, r(t) est
e´gal a` la moitie´ de l’amplitude de l’ondulation A(t)/2, car on se place a`
z = 0, c’est-a`-dire a` l’endroit ou` l’amplitude est maximale.
Pour eˆtre aussi pre`s que possible de la configuration expe´rimentale, nous
avons pris a/b = 0.2, λ/a = 4 et σ∗ = 5, ce qui fixe les constantes des
e´quations (5.11–5.13), si l’on prend les e´chelles de temps et de longueur en
supposant a = 1 et Γ = 1. Cela conduit a` prendre les valeurs : k = pi/2 et ξ =
60◦. Le taux de croissance est σ = σ∗/tc = 1/10pi2 et le temps adimensionne´
est donne´ par t∗ = t/tc = 2t/100pi2. Nous avons choisi C = 10−4 pour que
l’amplitude soit suffisamment petite au de´but de la simulation
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Fig. 2.21 – Histogramme de l’intensite´ lumineuse en niveaux de gris, obtenu pour le
fond, c’est-a`-dire dans une zone sans colorant.
Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure 2.20. La ligne en traits mixtes
repre´sente la position du maximum de vorticite´ de l’e´coulement instantane´.
Ce n’est pas e´quivalent a` la position du colorant, qui suit le centre de rotation
de l’e´coulement instantane´. En fait, le colorant et le centre de rotation ne
sont pas exactement au meˆme emplacement, car le colorant posse`de un angle
moyen ϕ ∼ −49◦, alors que le centre de rotation se trouve en ϕ = −45◦.
Lorsque l’amplitude du mode est grande, la position du colorant r(t)
sature. Le taux de croissance de A(t) est donc e´gale au taux de croissance
de l’instabilite´ uniquement lorsque r/a < 1, ce qui donne A < 1.2 cm, car
a est de l’ordre de 0.6 cm dans les expe´riences. Cette limitation a toujours
e´te´ ve´rifie´e dans la suite. De cette manie`re, nous sommes certains que les
visualisations au colorant donnent exactement le taux de croissance de l’in-
stabilite´.
Cependant, l’e´coulement est tre`s sensible au bruit. De plus, la croissance
de A(t) est observable uniquement sur une de´cade (voir la figure 5.18). La
dispersion sur la mesure du taux de croissance est donc importante (voir
figure 5.21) et l’incertitude est proche de 20%. Ne´anmoins en re´ite´rant
l’expe´rience, nous avons pu obtenir une valeur moyenne du taux de crois-
sance qui est bien repre´sentative.
2.3.7 Mesure de la concentration du colorant
Nous allons analyser dans le chapitre 6 l’e´volution d’une tache de colo-
rant dans l’e´coulement e´tudie´. Nous expliquons dans ce paragraphe comment
de´duire la concentration en colorant de l’intensite´ lumineuse I des images,
qui est code´e sur 256 niveaux de gris. Nous avons ve´rifie´ que la came´ra est
effectivement line´aire en niveaux de gris. De plus, pour ces faibles concentra-
tions, la luminosite´ du colorant de´pend line´airement de sa concentration. La
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luminosite´ du colorant I0 au de´but de l’expe´rience peut eˆtre calcule´e en utili-
sant une image de re´fe´rence, prise avant le de´but de l’expe´rience. Pour relier
l’intensite´ lumineuse a` la concentration en colorant, nous avons suppose´ que
l’intensite´ lumineuse vue par la came´ra est la somme de la luminosite´ du
colorant et de la luminosite´ du fond. La figure 2.21 montre l’histogramme
de la luminosite´ du fond, calcule´ dans une zone ne contenant pas de colorant.
Il contient un tre`s fort pic pour un niveau de gris e´gal a` 15, qui doit eˆtre
soustrait a` l’intensite´ lumineuse. La concentration de colorant c normalise´e





I0 − 15 (2.16)
Cette formule sera utilise´e dans tous les re´sultats expe´rimentaux du cha-
pitre 6.
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3. ANALYSE ET TRAITEMENT DES
ERREURS LIE´ES AUX FORTS GRADIENTS
EN VE´LOCIME´TRIE PAR IMAGES DE
PARTICULES
Nous avons vu au chapitre pre´ce´dent que nous avons utilise´ de la Ve´loci-
me´trie par Images de Particules (PIV) pour e´tudier quantitativement l’inter-
action des deux tourbillons. Dans l’e´coulement que nous e´tudions, il existe
de forts gradients de vitese aux cœurs des vortex. Les algorithmes de PIV
classiques e´tant tre`s peu efficaces pour de tels e´coulements, nous avons duˆ
optimiser les techniques actuelles lors de la cre´ation de l’algorithme. Les
me´thodes nouvelles que nous avons de´veloppe´es sont de´crites dans ce cha-
pitre, qui reprend une publication soumise a` la revue Experiments in Fluids
sous le titre “Analysis and treatment of errors due to high velocity gradients
in Particle Image Velocimetry”.
Abstract
This paper deals with errors occurring in 2D cross-correlation PIV algo-
rithms (with window shifting), when high velocity gradients are present. A
first bias error is due to the difference between the Lagrangian displacement
of a particle and the real velocity. This error is calculated theoretically as a
function of the velocity gradients, and is shown to reach values up to 1 pixel
if only one window is translated. However, it becomes negligible when both
windows are shifted in a symmetric way. A second error source is linked to
the image pattern deformation, which decreases the height of the correlation
peaks. In order to reduce this effect, the windows are deformed according
to the velocity gradients in an iterative process. The problem of finding a
sufficiently reliable starting point for the iteration is solved by applying a
Gaussian filter to the images for the first correlation. Tests of a PIV algo-
rithm based on these techniques are performed, showing their efficiency, and
allowing the determination of an optimum time separation between images
for a given velocity field.
3.1 Introduction
Over the last decade, Particle Image Velocimetry (PIV) has become a
powerful and widely used technique to measure instantaneous velocity fields
in a plane. For this, the flow is seeded with reflecting micro-particles, whose
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displacement over a small period is measured and used to calculate the local
velocity.
The particle displacement is normally obtained by a correlation tech-
nique, either by auto-correlation of a doubly (or multiply) exposed single
particle image, or by cross-correlation between two successive single-expo-
sure images. In this article we focus on the latter technique, although some
results are also valid for the former. With the two-image method, the mean
displacement in a given subpart of the images (the correlation box or win-
dow) is given by the location of the maximum of the cross-correlation func-
tion between the pixel intensities in the box.
With the strong increase of computer power in recent years, and the
availability of high-resolution digital cameras, image acquisition and corre-
lation computation for PIV purposes have become very easy to implement,
compared to the recordings on photographic film and complex optical corre-
lations used in the early days of PIV (see, e.g., Adrian 1991). In a majority
of applications today, the PIV process is entirely digital. In this situation
where PIV has become a common tool, more efforts are now directed towards
the precise analysis of the accuracy of this method in different situations,
and towards reducing possible errors. In this respect, the algorithm used to
obtain the velocity field from the digital particle images has received special
attention. It is also the object of the present paper, i.e., we will not consi-
der errors linked to optical effects or the image acquisition procedure, but
assume that the images correctly represent the true particle positions at the
corresponding instants in time.
A number of studies (e.g., Willert and Gharib 1991; Westerweel 1993;
Fincham and Spedding 1997; Raffel et al. 1998) have analysed the errors in
the velocities calculated by PIV algorithms, and their variation with different
parameters: particle image density, diameter of the particles, size of the
correlation window, noise in the images, and displacement amplitude. In
general, the correlation methods were found to be very accurate for nearly
uniform flows. However, the accuracy is drastically reduced in the presence
of high velocity gradients.
One error is caused by the corresponding deformation of the particle pat-
terns between successive images, leading to lower and broader correlation
peaks. A way to solve this problem was proposed by Huang et al. (1993a,b):
a deformation of the interrogation windows according to the velocity gra-
dients, in an iterative process. Jambunathan et al. (1995) generalised this
method for flows with length scales smaller than the correlation box size, by
deforming the window according to the displacement of each pixel of the win-
dow. The problem of instabilities, which were observed in such an iterative
processes, was recently solved by Nogueira et al. (1999). These techniques of
window deformation begin to be commonly used, and error tests have been
carried out by Fincham and Delerce (2000) and Scarano and Riethmuller
(2000). In all these approaches the calculation of the first correlation poses a
major difficulty, since the velocity gradients are still unknown. Lin and Per-
lin (1998) proposed a method to achieve this first step, through a complex
algorithm that reduces the size of the windows.
An additional problem arising at high velocity gradients has been pointed
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out only very recently by Wereley and Meinhart (2001). In PIV, a velocity is
calculated using the displacement of particles during a short time interval,
i.e. one obtains an average velocity of the particle on its trajectory between
the two recorded positions. If the velocity is not constant along this trajec-
tory, which is the case when the gradients are high, this average value can
be substantially different from the one at the beginning of the trajectory
(the particle position in the first image), which is the point the calculated
velocity is usually assigned to. It will be shown below that the resulting error
in the velocity field can be an order of magnitude higher than the generally
admitted uncertainty of PIV measurements in nearly uniform flows.
In the following, we intend to analyse quantitatively these two problems
arising at high velocity gradients, and to find ways to reduce the associated
errors.
3.2 Lagrangian displacement of a particle
3.2.1 Background
In cross-correlation PIV, the velocity field of a fluid (projected onto
a plane) is deduced from the two-dimensional displacement ∆r of small
tracer particles, whose images were recorded at two times, separated by
∆t. Assuming that ∆t is “sufficiently” small, the particle/fluid velocity v is
derived from the approximate relation
∆r ≈ v∆t (3.1)
(This approach does not take into account possible differences between the
particle and the fluid velocities, a point which will not be addressed here.)
Eq. (3.1) represents the first term of a Taylor series expansion of the velo-
city field, which, in general, depends on both time and space coordinates.
For nearly uniform velocities (on the scale of the correlation window), this
approximation is justified. However, when spatial gradients and/or the time-
dependence of the velocity field get larger, noticeable differences can appear
between the measured velocity ∆r/∆t and the real velocity v. In this Sec-
tion, we calculate higher-order terms of the expansion in Eq. (3.1), in order
to quantify the measurement errors appearing at high velocity gradients.
We also demonstrate analytically and numerically, how a simple technique
consisting of a symmetric correlation window shift, can drastically reduce
these errors.
3.2.2 Calculation of the displacement
In the following, we treat two-dimensional displacements in a two-dimen-
sional domain, which correspond to the most commonly used PIV applica-
tions. Consider a particle which, at an initial time ti, is located at a position
ri, and at a final time tf at rf (see Fig. 3.1). We seek an expression for the
displacement ∆r = rf − ri of the particle in a given velocity field v(r,t), as
function of the different derivatives of v and the time interval ∆t = tf − ti.
The derivatives are evaluated at a fixed point O, which is located close to
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rf and ri, and can be interpreted as the measurement location (e.g., a pre-
defined grid point or centre of a correlation box; see Fig. 3.1). It is the point
at which the velocity needs to be known with precision. Without loss of ge-
nerality, its coordinates are set to r = 0. Similarly, the origin of time (t = 0),
representing the time associated to the velocity measurement, is chosen close
to ti and tf (this point is discussed further in the Appendix).







can be expanded into a Taylor series around t = 0 and the point O with res-
pect to time t and the Cartesian coordinates x (horizontal) and y (vertical).
Up to second order, this Taylor expansion can be written in compact
form as:
v(r,t) = v0 + v′ · r+ t ∂tv + 12
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r† · v′′x · r
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The full expressions for ∆r, extending Eq. (3.1) to second and third order
in ∆t, are derived and given in the Appendix. Here, we focus on two special
cases that are of particular interest for PIV algorithms. Both are related
to the now frequently used technique of correlation box shifting, in which a
first estimate of the velocity field is obtained using identical windows in both
images, and where a second correlation is then performed, with the windows
shifted by an amount corresponding to the mean local particle displacement.
The aim is to reduce the apparent particle displacement between the shifted
windows as much as possible to zero, in order to minimize particle loss and
the associated noise effects (see, e.g., Raffel et al. 1998).
The first case corresponds to the situation depicted in Fig. 3.1a, where
only the window in the second image is shifted according to the measured
displacement, the one in the first image remaining centred at the measure-
ment point O. In this “non-symmetric” situation, the particle displacement





v′ · v0 + ∂tv
)
+O(∆t3) (3.4)
i.e., the displacement error is, as expected, of order O(∆t2). We will see in
Sect. 6 that a PIV algorithm using window deformation can easily handle
velocity gradients of the order of ‖v′∆t‖ = 0.2. If at the same time the


















Fig. 3.1 – (a) Non-symmetric and (b) symmetric translation of correlation windows
with respect to the measurement point O
displacement is about ‖v∆t‖ = 10 pixels, i.e., about a third of a typical
window size of 32 pixels, which is the upper limit proposed by Adrian (1991),
the absolute error between the measured displacement of the particle and
the ‘displacement’ v0∆t associated with the point O can amount to as much
as 1 pixel. This is an order of magnitude higher than the generally admitted
uncertainty of classical cross-correlation algorithms, which is about 0.1 pixel
(Raffel et al. 1998). It is therefore useful to look for a different procedure,
for which this error is considerably smaller.
In the second case, the windows used by the algorithm are translated in
a symmetric way (see Fig. 3.1b). This method has been propsed recently by
Wereley and Meinhart (2001)
The result of the correlation process gives the displacement of a particle
whose initial and final positions are symmetric with respect to the point
O. In this situation, we find that the second order term vanishes, and the
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}
+O(∆t4)
When applying the general result in Eqs. (3.4) and (3.5) to the special case
of axisymmetric flow, expressions identical to those given by Wereley and
Meinhart (2001) are obtained. For ‖v′∆t‖ = 0.2 and ‖v∆t‖ = 10 pixels, the
first term of the error is of the order of 0.03 pixel. Assuming that, in most
cases, the other terms are of similar magnitude or less and partly compensate
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each other, this error between the velocity in O and the displacement ∆r/∆t
measured by the algorithm can be neglected, since it is smaller than the
noise in the measurements (of the order of 0.1 pixel). If one nevertheless
wishes to reduce this error, two solutions are possible: either decreasing the
time separation between the two images, or removing the error numerically,
using Eq. (3.5) and an approximation of the velocity gradients. However, the
second solution amplifies the noise present in the measurements and should
be used with caution.
3.2.3 Numerical evidence
The previous results were derived for the displacement of a single par-
ticle. In the following we analyze the effect of a non-symmetric and a sym-
metric translation in an actual PIV algorithm, where average velocities in
more or less extended correlation windows are calculated. We have tested
the two schemes on a velocity field containing a high velocity gradient, using







For such a field, the exact displacement, over a time ∆t, of a particle which









For the test, we have chosen a relatively high shear parameter S = 0.2, which
is, however, still small enough for the algorithm to find the correlation peaks
efficiently. The first and second images are created using this displacement
(see Sect. 6 for details on the creation of the images). We then calculate
the error of the horizontal ‘displacement’ vx∆t, obtained using an algorithm
which translates windows of 32 pixels in either a non-symmetric or a sym-
metric way. The results are shown in Fig. 3.2. The agreement between the
calculated errors and the theoretical predictions in Eqs. (3.4) and (3.5) is
very good. Both show that the error remains weak in the symmetric case,
whereas it is important and cannot be neglected in the non-symmetric case.
In the literature, artificial images are frequently constructed using a dis-
placement v0∆t instead of the real displacement of each particle in the
velocity field. The error discussed in this Section was then hidden in most
cases and not considered further, despite its importance.
An additional error arises due to the finite size of the window. Indeed,
the algorithm averages the velocity of the particles over the whole window.
This introduces a systematic error equal to 124W
2∆t∇2v, where W is the
size of the windows. This result can be obtained by integrating Eq. (3.35)
(in the Appendix), with the position ri of the particle varying in the initial
window (translated by −v∆t/2). This error remains negligible as long as W
is smaller than the typical wavelength of the flow. If the wavelength becomes
too small, appropriate algorithms, presented e.g. by Nogueira et al. (1999)
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Fig. 3.2 – Error for the horizontal velocity field (3.6) ◦: non-symmetric algorithm
(as in Fig. 3.1a). 3: symmetric algorithm (as in Fig. 3.1b). Solid lines correspond to
theoretical predictions of Eqs. (3.4) and (3.5).
or Jambunathan et al. (1995), should be used. This error is not present in
our tests, since ∇2v = 0 here.
In conclusion, the use of symmetric window shifting highly improves the
performance of a cross-correlation algorithm by reducing the error between
velocities and particle displacements to a lower value than the measurement
noise due to other effects, in particular in the presence of high velocity gra-
dients, which deform the correlation peaks. In the following, we will assume
that symmetric window shifting is used, and the error discussed in this Sec-
tion will therefore be neglected.
3.3 Effect of a velocity gradient on the correlation peak
The main error of PIV algorithms is a noise in the measurements, linked
to the size and maximum value of the correlation peak. If the peak is too low,
the noise in the correlation function introduces spurious vectors in the velo-
city field. If the peak is too wide, the determination of the maximum is less
accurate and the corresponding displacement is noisy. It is thus important to
keep the correlation peaks as high and narrow as possible. In the following,
we analyse the effect of a velocity gradient on the shape and height of two
correlation functions: one using symmetrically shifted square windows, and
one using windows which are deformed according to the velocity gradients
present in the flow.
3.3.1 Non-deforming correlation function
For two images of intensities Ii(r) and If (r) at times ti and tf , res-
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Fig. 3.3 – (a) Displacement of particles for horizontal shear. (b) Corresponding correla-












andW is the side length of a square window centred on the desired location.
This function is an adaptation of the standard correlation coefficient (see,
e.g., Raffel et al. 1998) to the case of a symmetric translation of the windows
according to the procedure presented in the previous Section. It is normalized
in a way to take values between −1 and +1. This function is defined for
continuous values of r, even if the real algorithm only uses discrete positions.
The effect of the discretisation is a slight increase in the effective size of the
particles (see Westerweel 1993, Chapter 3), which remains small if their
diameter is bigger than about 1 pixel.
We now assume that the velocity field v(r) is given, and we call u = v∆t
the ‘displacement’ field. A particle at a position ri on the first image is shifted
by an amount ∆r(ri) in the second image given by (see Eq. (3.38) in the
Appendix):
∆r(ri) = u0 + u′ · ri + 12u
′ · u0 +O(∆t3) (3.9)
In the presence of a velocity gradient, the displacements of the particles
are not identical over the whole window (Fig. 3.3a). The correlation peaks
of different particles are located at different positions (Fig. 3.3b) and can-
not interfere constructively as in the case of weak velocity gradients. The
correlation peak is thus wider and lower than in the absence of a velocity
gradient. This effect is evaluated quantitatively in the following.
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(a)
(b)
Fig. 3.4 – Correlation functions obtained from test images with a horizontal shear of
magnitude S = ∂yux = 0.4 (window size W = 32 pixels). (a) Typical result obtained
at one position. (b) Average of 400 correlation functions obtained at different locations
with the same mean velocity
3.3.2 Ensemble average
The shape of the correlation peak highly depends on the distribution
of the particles. In order to recover a universal property, we consider the
average over all possible particle distributions. The resulting correlation
peak then only depends on the velocity field, since the average smooths
all the peaks coming from individual particles in a given single distribution.
Fig. 3.3(c) shows this effect schematically. This behaviour was also verified
numerically using artificial images; an example is shown in Fig. 3.4.
For the following calculations we use a constant particle density C, as
proposed by Adrian (1988). The symbol < . > denotes the average over all
possible particle distributions.
Westerweel (1993) showed (his Eq. 2.49) that:
< Ii(r′)If (r′′) > − < Ii(r′) >< If (r′′) >= CFI0
(
r′′ − r′ −∆r(r′)) (3.10)




FI0 is the self correlation function of the intensity of one particle, denoted
by I0(r). If the windows are large enough, we can assume that I, which is
the mean value of the intensity over the window, is the same for all particle
distributions and equal to the ensemble average of the intensity < I >. Simi-
larly, we assume that σ, which is the integral of the variance of the intensity
over one image, is given by < (I − I)2 > W 2, which can be simplified using
Eq. (3.10) into CW 2FI0(0). The expression of the average of the correlation






FI0 [l−∆r(r− l/2)] dr (3.12)
This result means that the correlation function is the average of the self
correlation function, centred on the displacement ∆r(r), for r varying in
the initial window. For small velocity gradients, the displacement is nearly






This result means that, for uniform flow, the correlation peak is exactly
equal to the self correlation function FI0 centred on the displacement u0.
3.3.3 Height of the peak in the presence of shear
In order to calculate the height of the correlation peak, we define the
intensity of one particle as:
I0(r) = I0,max e
− r2
d2/8 (3.14)
It is a Gaussian profile (close to the experimental one) of parameter d2/8,
for which 95% of the intensity is inside a circle of diameter d. The self
correlation function FI0 is also a Gaussian of parameter d
2/4. We consider







On the x-axis, the velocity is zero, and the correlation function for windows
centred on this axis can be calculated using Eqs. (3.12) and (3.38):
































The function ‘erf’ is the error function (integral of the Gaussian function va-
nishing in 0), and l = (lx,ly). This formula was recently given by Hart (2000),




















ly    [ pixels ]
Fig. 3.5 – (a) Horizontal and (b) vertical cut through the correlation functions for
horizontal shear flows (Eq. ( 3.15)), obtained from test images (particle diameter d = 4;
window size W = 32 pixels. ◦: S = 0.05; 3: S = 0.2; 4: S = 0.5. The solid lines
correspond to the theoretical predictions of Eq. (3.16), and the dotted line to the result
for uniform flow (S = 0)
who proposed Eq. (3.12) as a conjecture without derivation. Cuts of this
function along the x- and y-axes are plotted in Fig. 3.5 for different values
of the shear S. The agreement with the correlation functions obtained nu-
merically, using artificial images and a non-deforming algorithm, and also
shown in these plots, is very good. (The slightly negative values are due
to the the use of a Fast Fourier Transforms in the correlation process.) It
is obvious that increasing velocity gradients tend to widen the correlation
peak. At high values of the shear, the peak even becomes flat, making the
determination of the location of its maximum impossible.










It it interesting to note that the height only depends on the non-dimensional
shear parameter SW/d. Fig. 3.6 shows how it decreases with increasing
SW/d. The numerical results found with artificial images are again very
close to the theoretical predictions. A similar analysis was made by Huang
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Fig. 3.6 – Height of the correlation peak as a function of the normalized horizontal
shear stress for different window sizes. ,: W = 16; ♦,: W = 32; ◦,•: W =
64. Particle diameter in the test images is d = 4. Open symbols: without window
deformation (the solid line represents the prediction in Eq. (3.17)). Filled symbols: with
window deformation according to Sect. 3.4
et al. (1993a) for particles with a binary intensity (black or white). The
same parameter was derived, although their analytical expression for the
peak intensity was different.
The analytical and numerical results in this Section demonstrate how
the presence of velocity gradients widens and lowers the cross-correlation
peaks when (symmetrically shifted) rigid correlation windows are used. For
high gradients, it is thus necessary to introduce a new correlation function.
3.3.4 Deforming correlation function
Huang et al. (1993b) proposed to deform the correlation windows, ac-
cording to the velocity gradients present in the flow, in order to increase























The same calculation as in Sect. 3.3.2, using Eqs. (3.10) and (3.38), leads
to an average correlation function independent of the window size at second
order in ∆t:
< R(l) >=
FI0 [(1 + u
′/2) · (l− u)]
FI0(0)
(3.19)
For this correlation function, the height of the peak is always equal to 1. Its
width increases only by 25% for a velocity gradient of 0.5, whereas it was
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multiplied by a factor of 4 with the non-deforming algorithm. For the shear
flow given by Eq. (3.15), the average correlation function is:











A cut along the x-axis gives the same curve as without shear (i.e., the dotted
line in Fig. 3.5a). On the vertical axis, it is very close to the curve without
shear.
Equation 3.19 predicts a constant peak height of 1. The numerical values
in Fig. 3.6, although close to 1 (and always much larger than those resulting
from the non-deforming algorithm), slightly decrease with increasing shear.
This may be due to the fact that not only the correlation windows, but also
the individual particle images, are deformed by the algorithm; this is not
taken into account in the theory.
The results of this Section clearly demonstrate the usefulness of win-
dow deformation in cross-correlation PIV, when high velocity gradients are
present. However, Eq. (3.19) was obtained using Eq. (3.38), which is only a
second-order approximation of the displacement of a particle. When taking
into account the third-order terms, the errors discussed in Sect. 2 reappear.
Moreover, the height of the peak decreases when v′′ is not zero. One way
to prevent this would be to define yet another correlation function using
the third-order approximation of the displacement given in Eq. (3.35), but
the resulting expressions and calculations become exceedingly complex. An
alternative was proposed by Jambunathan et al. (1995) and Nogueira et al.
(1999). Unfortunately, their techniques require quite a high computing po-
wer, since the algorithm must perform at least 30 iterations, whereas the
present one converges in only 2 or 3 iterations (see Sect. 6). Their method
becomes necessary for flows with very small wavelengths, of the order of the
window size or less.
3.4 Gaussian Filter
For the calculation of the correlation function in Eq. (3.18), the algorithm
deforms the windows according to the velocity gradients of the flow. Since
the velocity field is completely unknown in the beginning, several iterations
must be performed in order to converge towards a solution where velocities
and velocity gradients are known together. The main problem is to obtain a
sufficiently accurate result in the first run. Without the velocity gradients,
the algorithm cannot calculate the deforming correlation function given by
Eq. (3.18) in this first run. It must find the displacement using the non-
deforming correlation function in Eq. (3.8). If the gradients are high, the
associated effects discussed in Sect. 3 lead to an increased noise in the results,
resulting in turn in a large number of spurious vectors, which can be very
different from the real velocity vectors. If there are too many of them in
the first iteration, the velocity gradients cannot be determined correctly for
the second iteration and the iterative process cannot continue successfully.
We thus need to increase the height of the peaks, even if some accuracy is
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(a)
(b)
Fig. 3.7 – Typical correlation functions obtained for a velocity field given by Eq. (3.15)
with S = 0.2, with a window sizeW = 64 pixels. (a) without, and (b) with convolution
of the image with a Gaussian (Eq. 3.21) of parameter δ = 9 pixels
lost. The aim is to obtain at least a rough approximation of the velocity
gradients, so that the next iterations are carried out correctly.
The height of the correlation peak for non-deformed windows is linked
to the parameter SW/d through Eq. (3.17) (see also Fig. 3.6). A recipe for
increasing its height proposed in the literature (Fincham and Spedding 1997,
Lin and Perlin 1998) is to decrease the size W of the correlation window.
But by doing this, the number of particles in the window also decreases and
the correlation peak is more sensitive to noise. Another idea would be to
increase the diameter d of the particles. However, in an experiment, there is
a maximum allowable size of the particles, if one wants them to be accurate
tracers that move very closely with the fluid velocity. One way around this
problem, which has been used before, consists in an optical defocussing of
the flow images at acquisition, leading to bigger apparent particle images.
The drawback is that, for higher iterations of the algorithm, the accuracy
will always be limited by the width of the auto-correlation function of the
particle intensities (Eq. (3.18)), i.e., it will be noisier than it could have been
without defocussing.
In the present algorithm, the idea is to increase the size of the particles










Fig. 3.8 – Fraction of false vectors (error larger than 2 pixels) obtained for images
filtered with a Gaussian function defined by Eq. (3.21). The velocity field is a horizontal
shear (Eq. (3.15)) with S = 0.15. Window size is W = 64 pixels. ◦: without noise, :
with 20% noise
numerically for the first run only, by applying a Gaussian filter to the images,
i.e., an operation similar to a numerical defocussing. We convolute the image







This technique has the following advantages:
– Large sizes of the correlation window can be used, keeping the number
of particles images in them high.
– The actual particles in the fluid do not need to be large. They can be
chosen small enough to be considered as accurate tracers.
– The noise is smoothed during the filtering. The signal to noise ratio
does not decrease in the presence of the filter.
– The unfiltered images are not lost, they are available for further itera-
tions of the algorithm. The error, which scales on the diameter of the
particles, is thus independent of the velocity gradient.
Figure 3.7 shows typical correlation functions obtained without and with
Gaussian filter. Although it might seem counter-intuitive, the height of the
peak increases when the images are filtered. However, the width of the peak
increases simultaneously. This is why this technique should only be used for
the first iteration, where only a rough approximation of the velocity field is
needed. The resulting velocities are not highly accurate, but there are very
few spurious vectors. This is well illustrated in Fig. 3.8, where the number
of spurious vectors is plotted as a function of the parameter δ characterising
the width of the filtering function, for the example of a simple shear given
by Eq. (3.15). For appropriately chosen values of δ, the number of spurious
vectors can be decreased by an order of magnitude with respect to the
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unfiltered case. This technique remains efficient in the presence of noise;
adding a random component to the image, whose amplitude is 20% of the
maximum intensity of a particle, does not significantly change the number of
spurious vectors. δ should be chosen so that the number of spurious vectors
is a minimum. If one admits that the shear flow used to obtain the result
in Fig. 3.8 is representative for more general types of velocity gradients,
this would occur for δ/SW near unity. This then leads to an empirical
determination of the optimal value for δ:
δ ≈W ∂rv ∆t (3.22)
where ∂rv represents the maximum velocity gradient present in the given
flow, which, in many cases, can be estimated roughly beforehand.
The technique of filtering of the images with a Gaussian function thus
seems very effective for the determination of a rough approximation of the
velocity field, without knowledge of the velocity gradients. In the PIV algo-
rithm used in the present study and described below, it is used for the first
correlation in an iterative process.
3.5 Description of the algorithm
A cross-correlation PIV algorithm has been developed, using the above
techniques: symmetric translation of the windows, Gaussian filtering, and
window deformation according to the velocity gradients. It is briefly outlined
in the following.
3.5.1 First iteration
Before the first cross-correlation run, the two images are filtered with the
Gaussian function defined in Eq. (3.21), with the parameter δ chosen accor-
ding to Eq. (3.22). The images are divided into correlation windows in the
standard way, centred on the points of a grid, where the velocity vectors are
to be calculated. The correlation function of a given window pair is obtai-
ned by a Fast Fourier Transform (FFT) routine, as recommended by Raffel
et al. (1998, Section 5.4.4), but initially without the use of the weighting
factor compensating the in-plane loss of pairs. This factor strongly amplifies
the correlation values for large displacements, which may lead to situations
where noise-generated peaks become larger than the one associated with the
real particle displacement, resulting in spurious calculated velocity vectors.
Once the maximum of the unweighted function is detected, the precise peak
location is determined to subpixel accuracy, using a three-point Gaussian-fit
estimator (Westerweel 1993, Chapter 3.8). For this, the in-plane loss cor-
rection is now applied for better accuracy. The location of the correlation
peak corresponds to the velocity at the centre of the window. At the end,
spurious vectors are detected and replaced by a median-filter procedure (see
Westerweel 1994 for details).
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3.5.2 Further iterations
In the subsequent iterations, the unfiltered original images are used. For
an iteration number j, the windows are translated and deformed according
to the displacement field uj−1 calculated in the preceding iteration j-1. The
displacement gradients u′ are obtained through a centred finite-difference
scheme. For each correlation window, the algorithm rebuilds two new inten-





















The value of the intensity Ii and If between pixels is found by bi-linear
interpolation between the 4 neighbouring values (see, e.g., Nogueira et al.
1999). A correlation function of these new intensities is calculated (equal to
the deforming correlation function in Eq. (3.18)) in the same way as in the
first iteration, using FFT, and the location lmax of its peak is determined to
subpixel accuracy. The new displacement uj is then given by:
uj = uj−1 + lmax (3.24)
False vectors are again treated using a median filter procedure.
These iterations are carried out two or three times, depending on the
strength of the velocity gradients.
3.5.3 Last iteration
In the previous iterations, a relatively coarse grid is used for rapidity of
the algorithm. In the final iteration, a refinement of the spatial resolution
is achieved by increasing the number of vectors, and possibly by reducing
the sizeW of the correlation windows. Otherwise, the procedure is the same
as for the other iterations. The final displacement field has a high spatial
resolution and high accuracy.
3.6 Error estimates and optimisation
3.6.1 Procedure and results
We have carried out tests with the above algorithm to determine the error
caused by velocity gradients. For this purpose, pairs of artificial images were
created numerically. Particles having a Gaussian intensity profile given by
Eq. (3.14), with a diameter of d = 2 pixels, were introduced on the first
image with an average density of C = 0.02 particles/pixel. This corresponds
to about 20 particles in a window of 32 × 32 pixels. The new positions are
then calculated using the exact Lagrangian displacement of the flow under
consideration, and the particles are introduced on the second image. In order
to further approach typical experimental conditions, a random noise with an
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amplitude equal to 10% of the maximum intensity of the particles, is added
to both images.
We used shear flows defined by Eq. (3.15), with a shear parameter S
varying from 0 to 0.5. For such flows, the velocity gradients are uniform. The
following results are therefore mainly representative for flows with slowly
varying velocity gradients (on the scale of the correlation box), e.g., flows
with large vortices or large expansion or shear areas. The average ‘root-
mean-square’ error between the true displacement u and the displacement
umeas. found by the algorithm, defined as
εrms =
√
< ‖u− umeas.‖2 > (3.25)
is calculated. The average is performed over all vectors corresponding to
particle displacements of up to a third of the window size W , which is
the generally admitted maximum allowed displacement for the correlation
to work properly. By doing this, the peak locking error is also effectively
averaged out.
The results of these tests are presented in Fig. 3.9 for three different
window sizes and a varying number of iterations. As a general trend, one ob-
serves a faster increase of the error for larger window sizes, which is a conse-
quence of the associated decrease of the height of the peak (see Fig. 3.6).
For a classical algorithm without window deformation, the error increases
rapidly with the velocity gradient. For example, for a window size W = 32
pixels, it reaches already 0.3 pixels for a relatively moderate displacement
gradient of S(= du/dy) = 0.1. These results are in agreement with previous
calculations made by Raffel et al. (1998). With window deformation, the
error increases much slower, even after very few iterations. For the same
conditions as above (W = 32 pixels, S = 0.1), the error is divided by a fac-
tor of 10 after only the second iteration. It is important to notice that it is
not necessary to carry out more than 4 iterations, since no further increase
in accuracy is obtained. Two or three iterations are even sufficient in the
case of moderate velocity gradients. Supposing that enough iterations are
made so that the calculated displacements converged, the error is found to
remain almost constant up to a critical value of the displacement gradient,
above which it then increases rapidly.
3.6.2 Optimum time separation
The preceding results may be used to determine the optimum time sepa-
ration ∆t, which should be chosen in a given experiment, i.e., the separation
which minimizes the relative error in the velocity measurements, provided
the algorithm in the preceding section is used, with a sufficient number of
iterations. Let v(r) be the experimental velocity field, which, up to a scaling
factor determined by the optical arrangement, is given in pixels per unit
time. We further let ∂rv represent the maximum velocity gradient in this
flow. The corresponding displacement field and displacement gradient are
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Fig. 3.9 – Rms errors obtained with artificial images. ◦: algorithm without window
deformation ; 2, 3, 5, 4: with window deformation after 2, 3, 4, and 5 iterations,
respectively. Window sizes are: (a) W = 16 pixels, (b) W = 32 pixels; (c) W = 64
pixels
At first sight, Eq. (3.26) would suggest that the relative error decreases
with increasing ∆t, so that the latter should be chosen as high as possible.
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However, Fig. 3.9 shows that the absolute error εrms tends to increase with
the displacement gradient, and therefore also with ∆t, which may work
against the positive effect of increasing displacement u. In order to assess





The second term is entirely determined by the flow field, and independent
of ∆t; it is the inverse of a characteristic length scale L of the velocity field.
The first term depends on the time separation via ∂ru. Supposing εrms varies
approximately as in Fig. 3.9, this term is minimum when the displacement
gradient ∂ru equals some optimum value Sopt, which is a function of the
correlation window size. We find Sopt ≈ 0.3, 0.2, 0.05 for W = 16, 32, 64
pixels, respectively. These values correspond to the black dots in Fig. 3.9.
They are found by minimizing the slope of the line joining the origin and
a given data point in Fig. 3.9. The first term in Eq. (3.27) corresponds
to this slope. For a given velocity field with a gradient ∂rv, this condition





An additional well known limitation for ∆t is given by the fact that the
particle displacement between images should not exceed about a third of the
correlation window size (Adrian 1991), in order to prevent excessive in-plane
loss of pairs. The corresponding upper bound for the time separation is
∆t2 ≈ W3‖v‖ (3.29)
In summary, since the time separation should never exceed this limit,
the condition given in Eq. (3.28) should be modified into:
∆t = min(∆t1,∆t2) (3.30)
As a final result, an estimation of the minimum relative error as function
of the flow length scale L, achievable with the present algorithm, is given in
Fig. 3.10. For this, a somewhat more conservative absolute error of εrms = 0.1
was assumed, which is thought to be more representative of measurements
on realistic flows than the values in Fig. 3.9. The relative error was calculated
in the following way: for ∆t1 < ∆t2 (i.e., for small length scales L), it is given
by Eq. (3.27), with ∂ru = Sopt. For ∆t1 > ∆t2 (large L), we use Eqs. (3.26)
and (3.29).
The 32-pixel window shows the best overall performance. For most length
scales the error is less than 1%. High deviations are only observed for lengths
considerably smaller than the window size. For characteristic lengths larger
than about 200 pixels, i.e., for nearly uniform flows, the use of 64-pixel
windows leads to more accurate results. The error for W = 16 is twice
as high as for W = 32 for high L, due to the reduced maximum allowable
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Fig. 3.10 – Minimum relative error that can be obtained with the present algorithm as
a function of the characteristic length of the flow, for different window sizes: W = 16
pixels (dotted line); W = 32 pixels (solid line); W = 64 pixels (dash-dotted line)
3.7 Summary
In this paper, we have performed an analytical and numerical study
of the effects of velocity (displacement) gradients in cross-correlation PIV
algorithms with window shifting and deformation.
Expressions for the error between measured displacement (representing
the average velocity of a particle on its trajectory between the two images)
and the displacement corresponding to the true velocity at the measure-
ment location were obtained as function of the velocity field, up to third
order in space and time. These results show that an important bias error
exists, even for moderate displacement gradients, when correlation windows
are displaced in a non-symmetric way. On the other hand, this error is redu-
ced to a level below the standard noise-related error when using symmetric
translations of the correlation windows in the two images.
The effect of gradients on the shape and height of the correlation peaks
was also analysed in detail. Analytic expressions for peak profiles were cal-
culated for both non-deforming and deforming symmetric algorithms. They
show that the strong broadening of the peak and decrease of its amplitude,
observed in the presence of gradients for the case without deformation, is
strongly reduced when deforming the correlation windows according to the
gradients of the flow.
A method of obtaining a reliable first approximation of the velocity field,
without previous knowledge of velocities or gradients, is proposed and tested
successfully. It is based on a numerical filtering of the images, which increases
the apparent size of the individual particle images in the first run only.
All theoretical predictions were tested for representative flow configura-
tions, using artificial images. The agreement between analytical and nume-
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rical results, as well as between the present general results and special cases
treated in the literature, is found to be very good.
An iterative PIV algorithm was developed, using the techniques descri-
bed in this paper, and adapting the window deformation technique, initially
proposed by Huang et al. (1993b), to the use of Fast Fourier Transforms
for increased processing speed. Error tests performed with artificial images
demonstrate that, even in the presence of relatively large gradients, only a
few iterations with window deformation are necessary to reduce the error to
a level obtained for almost uniform flows with a non-deforming algorithm.
Based on these error estimates, a practical guideline for the choice of the op-
timum time separation between images is given, as function of the velocities
and gradients present in the flow under consideration.
The techniques and algorithm described here were used very successfully
in the detailed quantitative study of the two- and three-dimensional inter-
actions of two co-rotating vortices, for which they were initially developed.
The results from this work are reported elsewhere (Meunier and Leweke
2001a,b).
Appendix
We seek an expression for the displacement ∆r = rf − ri of a particle
in the velocity field given by Eq. (3.3). At t = ti, the particle is located
at ri, and at t = tf at rf . The origin of time (t = 0) is given by the time
at which one wishes to determine the velocity at the reference point 0 (of
coordinates r = 0). All derivatives are taken at this point and time. The
particle trajectory r(t) is calculated by an iterative process as successive




at increasing orders of t and r.
At first order, the solution r1(t) of Eq. (3.31) (using Eq. (3.3) taken at
order 0) is given by:
r1(t) = ri +
∫ t
ti
v0dt′ = ri + v0(t− ti) (3.32)
Introducing this result into (3.3) leads, at first order, to:
dr
dt
= v[r1(t)] = v0 + v′ · (ri + v0t) + t ∂tv (3.33)
The solution of Eq. (3.33) is the approximation r2(t) of the trajectory to
the second order:
r2(t) = ri + v0(t− ti) + t
2 − t2i
2





The third-order approximation r3(t) of the particle trajectory is found in
the same way, the final result being:




= ri + v0(t− ti) + v′ · ri(t− ti)
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Non-symmetric displacement - For the displacement corresponding to
Fig. 3.1a, we have ri = 0, and the choice ti = 0 and tf = ∆t seems appro-
priate. Using Eq. (3.34), this leads to Eq. (3.4), showing that in this case
the error between the measured velocity ∆r/∆t, and the true velocity v0
at the measurement location and at the time of the first image is of second
order in ∆t. One could also choose the origin of time halfway between ti and
tf (see Eq. (3.37) below), which means that the measured velocity field is
associated to the instant between the exposures of the two images. In this
case the term proportional to ∂tv in Eq. (3.4) would vanish, but the error,
now given by Eq. (3.38), would still remain of O(∆t2).
Symmetric displacement - For the displacement corresponding to the
symmetric window shifting in Fig. 3.1b, the following relations hold:
rf = −ri = ∆r2 (3.36)
tf = −ti = ∆t2 (3.37)
Introducing Eq. (3.37) into Eq. (3.34), we obtain for t = tf :








v′) · (∆r− v0∆t) = O(∆t3) (3.39)
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This results in
∆r = v0∆t+O(∆t3) (3.40)
showing that, for a symmetric displacement, the error is only of order ∆t3.
The expression in Eq. (3.5) for this higher-order term is found by introducing




Ce chapitre de´crit en de´tail l’interaction des deux tourbillons a` faible
nombre de Reynolds (Re < 2000), domine´ par le phe´nome`ne de fusion lami-
naire et bidimensionnelle des deux tourbillons.
L’e´volution de l’e´coulement fait apparaˆıtre trois e´tapes. Dans une pre-
mie`re e´tape, la paire tourne sur elle-meˆme a` une vitesse angulaire tre`s proche
de celle d’une paire de deux tourbillons ponctuels. Au cours de cette phase,
la taille des cœurs a croˆıt par diffusion visqueuse jusqu’a` une fraction critique
de la distance de se´paration b. Au dessus de ce rapport (a/b) critique, les
deux vortex fusionnent en un unique tourbillon, en e´jectant des filaments de
vorticite´. Cette deuxie`me e´tape est une transition rapide et principalement
convective, qui dure environ une demi-pe´riode de rotation de la paire. Dans
une troisie`me phase, les filaments s’enroulent autour de la structure centrale
a` cause de la rotation diffe´rentielle, ce qui axisyme´trise le vortex final, dont
la taille croˆıt de nouveau par diffusion visqueuse.
En mode´lisant la premie`re phase comme une phase visqueuse, et la
deuxie`me e´tape par un me´canisme convectif, nous avons trouve´ une loi liant
le temps de fusion au nombre de Reynolds. En confrontant ce mode`le avec
les re´sultats expe´rimentaux obtenus pour 7 nombres de Reynolds diffe´rents,
nous avons de´duit un crite`re de fusion objectif : le rapport critique (a/b)c au
dela` duquel la fusion de´bute est e´gal a` 0.24. Nous avons montre´ que ce crite`re
est proche des re´sultats trouve´s dans la litte´rature, lorsque la taille du cœur
est de´finie comme le rapport entre la racine carre´e du moment angulaire J
d’un vortex et la circulation (a =
√
J/Γ ).
Pour expliquer ce phe´nome`ne de fusion, nous avons e´tudie´ les lignes de
courant cre´e´es par deux vortex ponctuels, dans le re´fe´rentiel tournant avec la
paire. Lorsque la vorticite´ atteint le point hyperbolique exte´rieur, elle est ad-
vecte´e par les lignes de courant a` l’exte´rieur de la paire, cre´ant les filaments
de vorticite´. Pour conserver le moment angulaire global, les deux vortex
doivent ne´cessairement se rapprocher. Ce me´canisme semble eˆtre une expli-
cation correcte du processus de la fusion. Par un mode`le the´orique simple,
qui calcule de manie`re se´pare´e le moment angulaire des filaments, et le mo-
ment angulaire des vortex, nous avons montre´ que la distance de se´paration
de´croit lentement (selon un temps visqueux) jusqu’a` une valeur critique, au
dela` de laquelle le syste`me se de´stabilise. La distance de se´paration saute
alors a` une valeur deux fois plus faible, selon une e´chelle de temps convective.
Le vortex final est caracte´rise´ par une taille de cœur af dont le carre´
est deux fois plus grand que le carre´ de la taille du cœur des vortex ini-
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tiaux : a2f = 2a
2
i . En supposant que le moment angulaire et la circulation
sont conserve´s, ce rapport serait e´gal a` 5 si le vortex final e´tait Gaussien.
Ne´anmoins, le vortex n’est pas Gaussien juste apre`s la fusion, ce qui explique
cette diffe´rence. A l’inverse, en supposant que l’e´nergie du syste`me et le ni-
veau de vorticite´ sont conserve´s (cette hypothe`se est valable en turbulence
bidimensionnelle a` haut nombre de Reynolds), le rapport devrait eˆtre e´gal a`√
2. Ce dernier mode`le ne satisfait pas la conservation de la circulation, car
il ne´glige l’effet des filaments de vorticite´ dans le vortex final, ce qui peut
expliquer le de´saccord avec nos re´sultats expe´rimentaux.
4.1 Description de la fusion
Dans cette section nous de´crivons le phe´nome`ne de la fusion dans un
e´coulement bidimensionnel a` bas nombre de Reynolds (Re < 2000). La fi-
gure 4.1 pre´sente six visualisations au colorant, effectue´es dans des plans
perpendiculaires aux axes des tourbillons, a` diffe´rents instants lors de la fu-
sion. Ces visualisations aident a` comprendre qualitativement le phe´nome`ne
de la fusion. Cependant, l’e´tude quantitative du phe´nome`ne de la fusion
a e´te´ essentiellement base´e sur l’analyse des champs de vitesse qui sont
pre´sente´s dans la figure 4.2. Les champs de vorticite´ de la figure 4.3 sont
issus des champs de vitesse pre´ce´dents par diffe´rences finies. En utilisant
ces diffe´rentes observations de l’e´coulement au cours du temps, nous avons
distingue´ diffe´rentes phases dans l’e´volution de la paire de tourbillons.
4.1.1 Enroulement spiral des nappes
Dans une premie`re phase, les nappes de vorticite´ cre´e´es le long des pales
s’enroulent en spirales, puis se lissent en deux tourbillons de profil Gaus-
sien. Ce me´canisme n’a pas e´te´ analyse´ en de´tail, bien que le dispositif
expe´rimental puisse eˆtre adapte´ a` une e´tude pre´cise de l’enroulement de
la nappe. Cela fera l’objet de travaux ulte´rieurs. Pour que cette phase ne
soit pas influence´e par l’interaction entre les tourbillons, ils sont initialement
se´pare´s par une grande distance. Cela explique pourquoi la distance entre
les tourbillons, trace´e dans la figure 4.6, est initialement plus grande que sa
valeur moyenne b0.
Le nombre de Reynolds, base´ sur la circulation, est proportionnel a` la
vitesse angulaire maximale des pales Θ˙max. Par contre, la taille initiale des
cœurs des vortex semble inde´pendante du nombre de Reynolds. En effet,
la figure 4.4 montre qu’en extrapolant l’e´volution temporelle de la taille
du cœur aux temps nuls, les courbes se croisent en une valeur proche de
0.3 cm a` l’instant initial. Nous pouvons ainsi modifier inde´pendamment les
deux parame`tres de l’e´coulement : la vitesse des pales dicte le nombre de
Reynolds, et la distance entre les pales dicte le rapport inital (a/b)0.




Fig. 4.1 – Visualisation au colorant de la fusion bidmensionnelle entre deux tourbillons
syme´triques, pour un nombre de Reynolds proche de 2000. (a) t∗ = 0.2, (b) t∗ = 0.7,
(c) t∗ = 0.8, (d) t∗ = 0.9, (e) t∗ = 1.1, (f) t∗ = 2.0.
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Fig. 4.2 – Champs de vitesse obtenus lors de la fusion bidmensionnelle entre deux
tourbillons syme´triques, pour un nombre de Reynolds e´gal a` 1506 et un rapport initial
(a/b)0 e´gal a` 0.15. (a) t∗ = 0.7, (b) t∗ = 1.0, (c) t∗ = 1.2, (d) t∗ = 1.4, (e) t∗ = 1.6,
(f) t∗ = 2.0.
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Fig. 4.3 – Champs de vorticite´ obtenus lors de la fusion bidmensionnelle entre deux
tourbillons syme´triques, pour un nombre de Reynolds e´gal a` 1506 et un rapport initial
(a/b)0 e´gal a` 0.15. (a) t∗ = 0.7, (b) t∗ = 1.0, (c) t∗ = 1.2, (d) t∗ = 1.4, (e) t∗ = 1.6,
(f) t∗ = 2.0.











Fig. 4.4 – Taille des cœurs des vortex apre`s enroulement des nappes de vorticite´.
La diffusion visqueuse fait croˆıtre la taille des cœurs, avec une vitesse de´pendant du
nombre de Reynolds (en unite´s de temps convectives).
Cette phase est ignore´e par la suite, car elle est intrinse`que au dispositif
de cre´ation des vortex. Nous nous inte´resserons uniquement a` l’interaction
des tourbillons, une fois qu’ils sont cre´e´s.
4.1.2 Deux vortex quasi-ponctuels
Apre`s la formation des vortex, les tourbillons se comportent approxima-
tivement comme deux tourbillons ponctuels. Cela correspond a` la premie`re
e´tape d’interaction des deux vortex. Au de´but de cette e´tape, les deux tour-
billons sont pratiquement axisyme´triques, comme le montre la visualisa-
tion de la figure 4.1(a). Ensuite, ils deviennent le´ge`rement elliptiques et
deux pointes se forment a` l’inte´rieur de la paire, qui sont visibles dans la
figure 4.1(b).
Orientation de la paire : Lorsque les deux vortex sont suffisamment petits,
la vitesse de rotation de la paire est proche de celle obtenue pour deux





La figure 4.5 montre l’angle θ que fait la paire de tourbillons avec l’axe
(Ox). θ croˆıt approximativement line´airement avec le temps, avec une vi-
tesse tre`s proche de la vitesse angulaire Ω de deux vortex ponctuels. Ce-
pendant, la figure 4.5 montre que l’angle θ oscille le´ge`rement autour de
la loi line´aire, indiquant que la vitesse de rotation θ˙ n’est pas exactement
constante. Cette variation de θ˙ vient de l’ellipticite´ des trajectoires des vortex
(voir figure 2.6), car en prenant en compte la variation de b (elle est visible
sur la figure 4.6) dans la formule (4.1), la pre´diction the´orique donne´e par
θ(t) = θ0 +
∫ t
0 Γ/pib
2(t)dt suit de nouveau tre`s pre´cise´ment les variations de
la valeur expe´rimentale de θ.
Le fait que les vortex ne sont pas ponctuels semble peu affecter la vitesse
de rotation de la paire, qui est toujours proche de Γ/pib2, meˆme lorsque b
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Fig. 4.5 – Evolution temporelle de l’angle que fait la paire de tourbillons avec l’axe
(Ox). La ligne continue correspond a` une vitesse angulaire constante donne´e par la
formule 4.1. La ligne discontinue correspond a` une vitesse angulaire Γ/pib2, pour laquelle
les variations de b avec le temps sont prises en compte.
de´croˆıt 1. Cela se comprend par le raisonnement suivant. La vitesse absolue
du vortex 1 vaut v1 = Γ2(b)/2pib, ou` Γ2(b) est la circulation du vortex 2 sur
un cercle de rayon b. Cette circulation est tre`s proche de la circulation totale
Γ2 meˆme pour des tailles de cœur e´leve´es, puisque les profils sont presque
Gaussiens. La diffe´rence relative (Γ2−Γ2(b))/Γ2 vaut uniquement 0.2% pour
un rapport a/b e´gal a` 0.4. Comme les vortex tournent sur un cercle de rayon
b/2, la vitesse de rotation de la paire est donne´e par Ω = v1/ (b/2), qui est
donc tre`s proche de la vitesse angulaire donne´e dans la formule (4.1).
Distance de se´paration : Au cours de cette premie`re e´tape, la distance de
se´paration varie peu, comme montre´ dans la figure 4.6. La valeur moyenne
de b au cours de cette e´tape permet de de´finir la distance initiale b0 entre les
deux tourbillons. Cette distance sert a` adimensionner les distances dans
l’e´coulement, notamment la taille des cœurs des vortex. En fait, la dis-
tance de se´paration oscille le´ge`rement autour de sa valeur moyenne, avec
une pe´riode e´gale a` la moitie´ de sa pe´riode de rotation. Cela vient du fait
que la trajectoire des tourbillons est le´ge`rement elliptique, car l’e´coulement
est influence´ par le mouvement des pales (voir section 2.1.3).
Taille du cœur : Au cours de cette e´tape, la taille du cœur croˆıt par diffusion
visqueuse, comme le montre la figure 4.4. La croissance du cœur de´pend du
nombre de Reynolds selon le temps convectif t∗. Cela vient du fait que cette
croissance posse`de une e´chelle de temps visqueuse. En effet, un tourbillon
Gaussien est une solution exacte des e´quations de Navier-Stokes si le carre´
1. Cela cre´e alors une croissance tre`s rapide de θ sur la figure 4.5











Fig. 4.6 – Evolution de la distance de se´paration adimensionne´e au cours de la fusion
pour diffe´rents nombres de Reynolds.
de sa taille augmente line´airement avec le temps selon :
a2 = 4ν(t− t0) (4.2)
En introduisant le temps adimensionne´ de´fini par (2.4), on obtient une loi







(t∗ − t∗0) (4.3)
Cette loi est repre´sente´e par des droites de pente 1 dans la figure 4.7. Les
donne´es sont en tre`s bon accord avec cette pre´diction. Il est inte´ressant de
voir que ce phe´nome`ne est tre`s robuste, et ne semble pas eˆtre modifie´ par la
pre´sence du vortex oppose´, bien que les vortex soient le´ge`rement elliptiques.
Au cours de cette e´tape, le rapport a/b augmente a` cause de la crois-
sance visqueuse des cœurs. Dans le cas d’un e´coulement a` tre`s haut nombre
de Reynolds, et notamment en turbulence bidimensionnelle, ce rapport a/b
peut augmenter graˆce a` d’autres phe´nome`nes. Par exemple, la pre´sence d’un
troisie`me vortex peut faire se rapprocher les deux tourbillons. Dans tous les
cas, lorsque la taille du cœur atteint environ un quart de la distance de
se´paration, deux pointes apparaissent a` l’exte´rieur des vortex, visibles sur
le champ de vorticite´ de la figure 4.3(b). Le syste`me semble alors devenir
instable, marquant ainsi une transition vers une autre e´tape.
4.1.3 Fusion convective rapide
Au de´but de cette deuxie`me e´tape, les deux tourbillons cre´ent des pointes
a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur, qui sont bien visibles sur la visualisation de la fi-
gure 4.1(d). Les pointes inte´rieures coulissent l’une sur l’autre en entrainant
le reste des tourbillons. Les deux vortex fusionnent ainsi rapidement en une











(8π2/ Re) · t*
2 vortex fusion 1 vortex
× 2
~
Fig. 4.7 – Evolution temporelle de la taille des cœurs des vortex en fonction du temps
visqueux. La croissance visqueuse des tourbillons Gaussiens, dicte´e par la formule (4.2),
se traduit par des droites de pente 1 trace´es par des lignes continues. Le temps t˜∗ a
e´te´ de´fini pour que la taille des cœurs s’annule en 0. La ligne pointille´ correspond a`
a/b = 0.25.
seule structure forme´e de deux demi-cercles, qui se de´forme le´ge`rement pour
ressembler au symbole chinois du Yin et du Yang (voir figure 4.1e). Au
cours de cette fusion, les pointes exte´rieures des tourbillons initiaux sont
e´jecte´es radialement, puis s’enroulent autour de la structure finale a` cause
de la rotation diffe´rentielle.
On observe une e´volution semblable sur les champs de vorticite´ : les
pointes exte´rieures qui apparaissent a` la transition entre la premie`re et la
deuxie`me phase sont e´jecte´es radialement (figure 4.3d) et cre´ent deux fi-
laments de vorticite´ qui s’enroulent autour des deux tourbillons fusionne´s.
La figure 4.3(d) montre que les tourbillons ne posse`dent pas exactement la
meˆme circulation, malgre´ les soins que nous avons pris dans le choix du
mouvement des pales pour re´gler cette syme´trie. Etant donne´ que la vorti-
cite´ diffuse beaucoup plus vite que le colorant, les deux lobes de vorticite´ se
lissent tre`s rapidement en une unique distribution de vorticite´ au cœur du
tourbillon, alors que les deux couleurs de colorant restent se´pare´es pendant
un temps tre`s long.
Au cours de cette e´tape, la distance de se´paration entre les tourbillons
de´croit rapidement, ce qui correspond au rapprochement des deux vortex.
La dure´e de cette phase est environ e´gale a` la moitie´ de la pe´riode de rotation
de la paire tc et semble inde´pendante du nombre de Reynolds. Cela prouve
que le me´canisme de la fusion est essentiellement un phe´nome`ne convectif.
Les re´sultats obtenus par Chen et al. (1999) sur le sillage d’une aile d’avion
montrent aussi que les deux tourbillons fusionnent en la moitie´ de la pe´riode
de rotation. Cependant, ils expliquaient que ce temps, qui leur paraissait
trop court, e´tait lie´ a` des phe´nome`nes tridimensionnels. Par notre approche
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bidimensionnelle, nous montrons ainsi que le me´canisme de fusion est uni-
quement lie´ au champ de vitesse bidimensionnel, et qu’il n’est pas ne´cessaire
d’avoir des effets tridimensionnels pour augmenter la vitesse de la fusion.
Dans la figure 4.6, les vortex fusionnent le´ge`rement plus lentement au
nombre de Reynolds de 2258. A ce nombre de Reynolds, nous avons observe´
l’apparition d’une le´ge`re instabilite´ tridimensionnelle, ce qui explique que la
fusion soit plus lente. Contrairement a` l’argument de Chen et al. (1999), la
fusion semble eˆtre plus lente en pre´sence de phe´nome`nes tridimensionnels,
bien qu’elle apparaisse plus toˆt, comme nous le verrons dans le chapitre 5.
Cela vient du fait que l’instabilite´ tridimensionnelle cre´e des filaments qui
ne sont pas uniformes selon l’axe des tourbillons. Leur moment angulaire est
donc moins important que s’il sont strictement bidimensionnels, et ils font
se rapprocher les deux vortex plus lentement.
4.1.4 Axisyme´trisation du vortex final
Apre`s ce re´arrangement rapide de la vorticite´ en une seule distribution
de vorticite´, les filaments de vorticite´ et de colorant s’enroulent autour de
la structure centrale a` cause de la rotation diffe´rentielle. Ils cre´ent ainsi une
spirale de vorticite´, visible sur la figure 4.3(e), et de colorant comme dans
la visualisation de la figure 4.1(f) 2. La spirale de colorant est bicolore, car
elle est issue des deux tourbillons initiaux. La rotation diffe´rentielle enroule
les spirales inde´finiment et rapproche entre eux les filets de colorant, qui
se me´langent lorsque la distance entre les deux colorants est suffisamment
petite. Ce me´lange est le´ge`rement visible sur les visualisations. La vorticite´
diffuse beaucoup plus vite que le colorant et les filaments de vorticite´ dif-
fusent tre`s rapidement en une distribution axisyme´trique de vorticite´. Ce
processus a e´te´ tre`s bien de´crit par Melander & McWilliams (1987b).
Au cœur du tourbillon, l’e´coulement est presque en rotation solide, car
la taille du cœur est grande : le carre´ de la taille du vortex final vaut environ
deux fois le carre´ de la taille des vortex initiaux, en faisant abstraction
des e´volutions visqueuses, comme indique´ par la figure 4.7. Cette valeur est
discute´e et compare´e a` diffe´rentes the´ories dans le paragraphe 4.4. Au cœur
du tourbillon, les deux colorants restent donc dissocie´s pendant un temps
tre`s long, leur me´lange e´tant tre`s peu efficace. Par contre, la diffusion de la
vorticite´ est suffisante pour que les deux lobes initiaux de vorticite´ se fondent
en un seul lobe. Si le nombre de Reynolds e´tait suffisamment e´leve´, les deux
distributions ne pourraient pas eˆtre lisse´es par la diffusion visqueuse, et il
resterait entre les deux tourbillons une bande e´troite ne contenant pas de
vorticite´. Cette bande peut eˆtre conside´re´e comme une bande de vorticite´
ne´gative dans un e´coulement en rotation solide. Melander et al. (1988) ont
montre´ nume´riquement que cette bande s’enroule en une spirale et se fait
donc e´tirer. Le fluide e´tant incompressible, la largeur de cette bande de´croit,
jusqu’a` ce que la diffusion visqueuse soit suffisamment efficace pour lisser
cette bande, ce qui donne de nouveau un tourbillon axisyme´trique. Il est
inte´ressant de voir que l’e´volution du colorant ne correspond pas du tout a`
2. La figure 4.1(f) n’a pas e´te´ obtenue dans la meˆme expe´rience que les autres photos
de la figure 4.1, mais elle est repre´sentative de l’e´coulement a` cet instant de la fusion
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Fig. 4.8 – Visualisation au colorant de la destruction du tourbillon final par
l’e´coulement axial qui entraˆıne le colorant en dehors de la tranche lumineuse : t∗ ≈ 3.
Le nombre de Reynolds vaut 1506.
l’e´volution de la vorticite´, meˆme a` tre`s grand nombre de Reynolds, car la
vorticite´, contrairement au colorant modifie le champ de vitesse.
4.1.5 Destruction du tourbillon final
Dans notre expe´rience, les tourbillons mesurent environ 1 me`tre de long.
Ils ne sont pas stables sur toute leur longueur. Les tourbillons posse`dent a`
leur base une extre´mite´, ce qui cre´e un gradient vertical de vitesse azimutale.
La de´pression au cœur du tourbillon, qui est e´gale a` − ∫∞0 ρv2ϕ/r dr, varie
ainsi avec la hauteur. Cela cre´e une vitesse axiale en bas des tourbillons, qui
se propage vers le haut, et qui de´truit petit a` petit le tourbillon. Dans la
zone d’observation, les tourbillons sont donc bidimensionnels et sans vitesse
axiale pendant environ une minute uniquement. Ensuite, une vitesse axiale
apparaˆıt d’abord au cœur des tourbillons, puis sur une zone de plus en plus
large. Le colorant est entraˆıne´ vers le haut et quitte la tranche lumineuse,
car il est dispose´ sur une hauteur finie. Le centre du tourbillon posse`de la
vitesse axiale la plus grande, et va disparaˆıtre en premier. La destruction
du tourbillon final prend la forme d’un trou noir, qui apparaˆıt au cœur du
tourbillon et qui grossit pour envahir tout le tourbillon, comme le montre
la figure 4.8. Cette e´tape est intrinse`que a` notre dispositif expe´rimental, et
nous ne la mentionnerons plus par la suite.
4.2 Crite`re de fusion expe´rimental
Nous avons vu sur la figure 4.6 que la distance de se´paration de´croˆıt
doucement et de manie`re continue au de´but de la fusion. Il n’y a pas de
point de de´part de cette de´croissance, qui soit clairement identifiable sur
la courbe. La transition entre les deux phases de´crites ci-dessus n’est pas
tre`s franche. Il est donc difficile de trouver un crite`re pre´cis et objectif, qui
de´termine le de´but de la phase de fusion convective. En choisissant le de´but
de la fusion a` l’instant ou` la distance de se´paration vaut 90% de sa valeur
initiale par exemple, nous prenons un crite`re subjectif et force´ment supe´rieur
au crite`re re´el, puisque la fusion a de´ja` de´marre´ a` cet instant.
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Pourtant, un tel crite`re est d’une importance capitale dans l’e´tude de
la dynamique d’e´coulements tourbillonnaires. Il permet de de´terminer si
deux tourbillons, plonge´s dans un champ de vitesse, peuvent fusionner car
ils passent suffisamment pre`s l’un de l’autre, ou si ils ne se rapprochent
jamais assez pour fusionner, et qu’ils continuent sur leurs trajectoires ini-
tiales. L’analyse combine´e de sept expe´riences a` diffe´rents nombres de Rey-
nolds nous a permis de determiner un crite`re de fusion d’une manie`re plus
objective.
4.2.1 De´finition de l’origine des temps
L’origine des temps a e´te´ choisie au de´but du mouvement des pales pen-
dant les expe´riences. Cependant, les vortex sont cre´e´s avec une taille de
cœur non nulle, ce qui implique l’ajout d’une constante de temps t0 dans la
formule (4.2). Il est aise´ de rede´finir un nouveau temps
t˜ = t− t0 (4.4)
translate´ d’une valeur t0 par rapport a` l’ancien temps. De cette manie`re, le
carre´ de la taille des cœurs est proportionnelle au temps, inde´pendamment
de sa valeur juste apre`s l’enroulement spiral des nappes de vorticite´. Dans
ce re´fe´rentiel de temps, l’e´volution de la paire est inde´pendante du rapport
initial (a/b)0. En effet, le rapport a/b varie alors selon la loi 4.5, obtenue en








Cette e´volution est tre`s bien ve´rifie´e dans la figure 4.7, dans laquelle les
donne´es des trois expe´riences se condensent avant la fusion sur une seule
droite de pente 1 passant par l’origine.
Pour de´finir t0, nous avons fait un fit des donne´es par une droite de pente
1, pour chaque expe´rience. Etant donne´ qu’il y’a un grand nombre de points
pour chaque expe´rience, l’erreur sur la de´termination de t0 est faible. Le fit
par moindres carre´s donne une variance e´gale a` 10−3 sur la de´termination
de 4νt0/b20, qui doit eˆtre compare´e a` la valeur critique de (ac/b0)
2 donne´e
par 4.8. L’incertitude relative sur le crite`re de fusion, lie´e a` la de´termination
de t0, se trouve eˆtre faible et infe´rieure a` 1%.
4.2.2 Mode`le a` deux phases
Dans la premie`re phase de l’interaction des tourbillons, l’e´volution est
essentiellement gouverne´e par la croissance visqueuse des cœurs . En suppo-
sant que cette e´tape s’arreˆte lorsque le rapport a/b atteint un seuil critique
e´gal a` ac/b0, nous pouvons pre´dire a` partir de (4.5) la dure´e ∆t˜∗1 de cette
phase, de´finie comme le temps ne´cessaire pour que le rapport a/b augmente






















Fig. 4.9 – Sche´ma explicatif des deux premie`res phases de la fusion pour une distance
de se´paration e´gale a` une fraction X=60% de sa valeur initiale.
La dure´e de cette phase est donc proportionnelle au nombre de Reynolds
dans les unite´s de temps convectives. Plus la diffusion agit lentement (c’est-
a`-dire plus le nombre de Reynolds est grand), plus il faut du temps pour
arriver a` la taille critique du cœur.
Dans la deuxie`me phase, nous avons vu sur la figure 4.6 que l’e´volution
de la distance de se´paration de´pend peu du nombre de Reynolds, dans une
e´chelle de temps convective. Nous allons supposer que le temps ne´cessaire
∆t˜∗2, pour que b de´croisse jusqu’a` un pourcentage fixe´ X de sa valeur initiale
b0, est inde´pendant du nombre de Reynolds. La dure´e de la deuxie`me e´tape
est donc une constante ∆t˜∗2 = BX , qui ne de´pend que de la limite X que
l’on s’impose. X est une valeur subjective, que nous allons faire varier pour
obtenir un crite`re objectif.
En ajoutant la dure´e des deux e´tapes, on trouve le temps t˜∗X qu’il faut
pour que les deux vortex initialement de taille nulle, fusionnent jusqu’a` une
distance de se´paration e´gale a` X% de sa valeur initiale (voir figure 4.9) :
t˜∗X = ARe+BX (4.7)
La mesure expe´rimentale de ce temps de fusion t˜∗X est trace´e dans la fi-
gure 4.10 pour une fraction X = 60%, pour sept expe´riences diffe´rentes. La
variation est effectivement line´aire en fonction du nombre de Reynolds, ce
qui valide notre mode`le a` deux phases pour l’interaction de deux tourbillons
corotatifs.
Nous pouvons ensuite facilement calculer le rapport critique ac/b0 au
dessus duquel la fusion de´bute, car il est relie´ a` la pente A au moyen de
l’e´quation (4.6). En fittant par des moindres carre´s la courbe de la figure 4.10,
nous obtenons une valeur de la pente A avec une incertitude de 5%. Le rap-
port critique a e´te´ e´value´ pour diffe´rentes fractions X, et les re´sultats sont
trace´s dans la figure 4.11. Le rapport critique ac/b0 varie le´ge`rement avec
la fraction X choisie, mais cette variation est de l’ordre de l’incertitude
expe´rimentale. Graˆce a` ces mesures, un crite`re de fusion expe´rimental peut










Fig. 4.10 – Temps de fusion en fonction du nombre de Reynolds. La ligne droite
correspond a` la formule (4.7) pour A = 7.5 · 10−4 et B60% = 0.50.
eˆtre e´tabli, pour deux tourbillons corotatifs syme´triques, posse´dant une dis-
tribution Gaussienne de vorticite´ : la fusion de´bute lorsque la taille du cœur
adimensionne´e a/b0 de´passe une valeur critique donne´e par
ac
b0
= 0.244± 0.010 (4.8)
Cette valeur critique est le´ge`rement plus faible que la valeur que l’on peut ob-
tenir en regardant la taille des cœurs au moment ou` la distance de se´paration
commence a` baisser. Nous avions utilise´ cette technique, qui est plus sub-
jective, dans un article publie´ dans Physics of Fluids (Meunier & Leweke
2001a), et nous avions trouve´ un rapport critique e´gal a` ac/b0 = 0.26±0.01,
qui est effectivement supe´rieur. La nouvelle valeur du rapport critique est ce-
pendant tre`s proche de cette ancienne valeur et peut eˆtre conside´re´e comme
une correction au re´sultat ante´rieur, car il a e´te´ obtenu d’une manie`re plus
objective et non biaise´e.
4.2.3 Comparaison avec les e´tudes pre´ce´dentes
Dans la litte´rature, la fusion de deux tourbillons a e´te´ e´tudie´e de manie`re
extensive dans le cas de deux patches de vorticite´. Il a e´te´ trouve´ nume´rique-
ment un rapport critique, au dela` duquel les deux tourbillons fusionnent, e´gal
a` (aR/b)c = 0.315, qui n’est pas en accord avec notre re´sultat expe´rimental.
Mais pour des patches, la taille du cœur est de´finie en utilisant la surface
A du patche : aR =
√
A/pi. Cela correspond, pour un vortex circulaire, au
rayon ou` la vitesse azimutale est maximale. Dans le cas d’un vortex Gaussien,
la vitesse azimutale est maximale a` une distance amax = 1.12 a du centre,
ce qui donnerait un crite`re de fusion le´ge`rement plus e´leve´ que celui donne´
dans (4.8). On voit ici apparaˆıtre un proble`me lie´ a` la de´finition de la taille








Fig. 4.11 – Crite`re de fusion expe´rimental obtenu en mode´lisant le temps de fusion,
pour diffe´rents rapports X de la distance de se´paration adimensionne´e.
du cœur : le rapport critique de´pend de la de´finition de la taille du cœur,
qui est choisie arbitrairement pour chaque profil de vorticite´.
Nous avons montre´ dans une publication soumise a` Physics of Fluids
sous le titre “A merging criterion for two-dimensional co-rotating vortices”
(Meunier et al. 2001b) comment de´finir la taille du cœur pour obtenir un
crite`re de fusion inde´pendant du profil de vorticite´. Une version de cet article
est mise en annexe.

















Cette de´finition donne une mesure quantitative de l’e´tendue spatiale de
la distribution de vorticite´. Pour un vortex Gaussien, cette de´finition est
e´quivalente a` celle utilise´e dans les expe´riences, car le moment angulaire
d’un vortex Gaussien de parame`tre a et de circulation Γ vaut exactement
Γa2. Le crite`re expe´rimental (4.8) reste ainsi identique pour cette de´finition
de a. Par contre, le moment angulaire d’un vortex de Rankine de rayon
aR et de circulation Γ vaut Γa2R/2. Il faut donc diviser le crite`re donne´ au
de´but de ce paragraphe par
√
2 pour pouvoir le comparer a` notre crite`re





Ce re´sultat est assez proche du crite`re de l’e´quation (4.8) trouve´ expe´rimen-
talement.
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Nous avons de plus montre´ que le crite`re de fusion qui utilise cette
de´finition de la taille du cœur varie peu en fonction du profil de vorticite´.
Pour cela, nous avons utilise´ un code e´labore´ par Uwe Ehrenstein (Ehren-
stein & Rossi 1999), qui permet de trouver des solutions stationnaires non-
visqueuses posse´dant un profil continu de vorticite´. Notre e´tude a porte´ sur
une famille de vortex qui sont des patches de vorticite´ non uniforme, de
profil parabolique. A l’exte´rieur de ces patches, la vorticite´ est nulle. En fai-
sant varier la courbure de la parabole, on passe continuˆment d’un patche de
vorticite´ uniforme a` un vortex parabolique dont la vorticite´ tend vers 0 sur
la frontie`re du patche. Pour chaque profil de vorticite´, il existe une solution
lorsque les vortex sont suffisamment e´loigne´s. Quand on tente de rapprocher
les deux vortex, le code devient instable et ne converge plus en dessous d’une
distance de se´paration critique. La distance minimale bc est mesure´e entre
les deux centro¨ıdes des vortex, ce qui de´termine un rapport critique de sta-
bilite´ a/bc. Si la taille du cœur a est de´finie en utilisant la surface du patche,
le crite`re de fusion de´pend beaucoup du profil de vorticite´. Au contraire, si a
est de´fini au moyen du moment angulaire comme dans l’Eq. (4.10), le crite`re
de fusion varie tre`s peu pour toute la famille de vortex paraboliques 3 :
a
bc
= 0.218± 0.010 (4.12)
Ce crite`re est proche de celui trouve´ expe´rimentalement dans l’Eq. (4.8). Il
semble donc qu’en de´finissant la taille du cœur par le moment angulaire, il
est possible d’obtenir un crite`re de fusion universel, ne de´pendant pas du
profil de vorticite´.
Les mode´lisations nume´riques pre´ce´dentes ont aussi e´te´ effectue´es pour
des vortex posse´dant un profil Gaussien. On s’attend a` retrouver le re´sultat
expe´rimental lorsque la surface du patche est tre`s grande devant le parame`tre
de la Gaussienne, afin que la discontinuite´ de vorticite´ sur la frontie`re du
patche soit la plus petite possible. Cependant, la me´thode nume´rique n’au-
torise pas les deux vortex a` se superposer. La distance minimale entre les
deux tourbillons est donc supe´rieure au diame`tre des patches, et tend vers
l’infini lorsque la surface du patche tend vers l’infini. En faisant des patches
de plus en plus large, on ne retrouve pas le re´sultat expe´rimental, mais on
fait tendre le rapport critique a/bc vers 0.
Ainsi, il apparaˆıt que cette me´thode nume´rique ne permet pas de trou-
ver la valeur exacte du crite`re de fusion. Par contre, elle permet de trou-
ver des solutions stables contenant deux vortex pour un a/b donne´. Le
rapport critique a/bc trouve´ par cette me´thode est donc simplement une
borne infe´rieure au crite`re de fusion ve´ritable. Le crite`re de fusion obtenu
expe´rimentalement semble eˆtre un bon candidat pour un crite`re universel,
puisqu’il est effectivement le´ge`rement au dessus de la valeur donne´e par cette
me´thode nume´rique.
3. la famille de vortex paraboliques contient comme cas limite les patches de vorticite´
uniforme, c’est-a`-dire le crite`re donne´ dans (4.11)
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Fig. 4.12 – Champ de vitesse dans le repe`re tournant avec les tourbillons. Les contours
de vorticite´ sont trace´s en traits pleins et sont se´pare´s de 1 s−1. L’expe´rience correspond
au nombre de Reynolds de 1506 dans la figure 4.6, pour t∗ = 1.12, c’est-a`-dire au de´but
de la fusion.
4.3 Crite`re de fusion the´orique
Dans cette partie, nous explicitons un me´canisme physique simple qui
explique la fusion des deux tourbillons et nous de´crivons un mode`le simplifie´
s’appuyant sur ce me´canisme.
4.3.1 Roˆle des filaments de vorticite´
Nous avons vu dans le paragraphe 4.1 que des filaments de vorticite´
apparaissent a` la fin de la premie`re e´tape et qu’ils semblent co¨ıncider avec
la transition entre les deux e´tapes. Quel est le roˆle exact de ces filaments
dans la fusion? Ont-ils une part active dans le phe´nome`ne de la fusion?
Il est commune´ment admis que ces filaments apparaˆıssent pour permettre
la conservation du moment angulaire. Le raisonnement classique tient au fait
que si les deux vortex se rapprochent, il faut e´jecter de la vorticite´ loin du
centre de la paire pour conserver le moment angulaire. C’est le roˆle que
jouent ces filaments, qui est un roˆle entie`rement passif. Le proble`me de ce
raisonnement est qu’il n’y a pas d’explication au fait que les deux vortex se
rapprochent, qui est pris comme une constatation.
Pourtant, il est tre`s facile d’expliquer l’apparition de ces filaments au
lieu d’expliquer le rapprochement des deux vortex. Pour cela, il suffit d’ana-
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Fig. 4.13 – Champ de vorticite´ des deux vortex pour un nombre de Reynolds de 1506
a` t∗ = 1.12. Les contours de vorticite´ sont trace´s en traits pleins et sont se´pare´s de
1 s−1. Les traits pointille´s correspondent au meˆmes contours de vorticite´, obtenu pour
le champ de deux vortex Gaussiens axisyme´triques, de meˆmes circulations et de meˆmes
tailles de cœur.
lyser le champ de vitesse dans le repe`re tournant avec les deux tourbillons,
qui est montre´ dans la figure 4.12. La vorticite´ qui est proche des cœurs
tourne autour des vortex sans s’en e´loigner. Les contours de vorticite´ sont
ici proches des lignes de courant, indiquant que la vorticite´ s’est uniformise´e
le long des lignes de courant. Par contre, la vorticite´ qui est sur les lignes
de courant exte´rieures est e´jecte´e, ce qui cre´e les filaments de vorticite´. Cela
est bien visible dans la figure 4.12, ou` le champ de vitesse semble e´tirer ces
filaments. Lorsque la taille des cœurs grossit par diffusion visqueuse, les fi-
laments de vorticite´ deviennent de plus en plus importants. En prenant le
raisonnement syme´trique du paragraphe pre´ce´dent, nous pouvons dire que,
pour conserver le moment angulaire, les deux vortex doivent se rapprocher
lorsque les filaments e´jectent de la vorticite´ loin du cœur. En fait, c’est un
cercle vicieux : les filaments grossissent, ce qui fait se rapprocher les deux
vortex, acce´le´rant la formation des filaments, ce qui fait se rapprocher les
deux vortex... Il est donc difficile de dire quel est le phe´nome`ne qui arrive en
premier (le rapprochement des vortex ou l’e´jection des filaments), puisque
les deux sont comple`tement lie´s.
Pour comprendre de manie`re plus intuitive le roˆle de ces filaments de
vorticite´, nous avons calcule´ le champ de vitesse cre´e´ par la vorticite´ conte-
nue dans les filaments, indique´ dans la figure 4.14. Pour cela, nous avons
enleve´ la vorticite´ ωfit de deux tourbillons Gaussiens de meˆme taille de
cœurs (a1 = a2 = 0.83 cm) et de meˆmes circulations (Γ1 = 14.4 cm2/s et
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Fig. 4.14 – Champ de vitesse cre´e´ par les filaments de vorticite´, qui sont de´finis
comme la diffe´rence entre la vorticite´ totale et la vorticite´ de deux vortex axisyme´triques
Gaussiens (trace´s dans la figure 4.12). Les contours de vorticite´ du champ total sont
trace´s en traits pleins et sont se´pare´s de 1 s−1. L’expe´rience correspond au nombre de
Reynolds de 1506 dans la figure 4.6, pour t∗ = 1.12, c’est-a`-dire au de´but de la fusion.
Γ2 = 13.2 cm2/s) au champ de vorticite´ total ω. La diffe´rence entre les deux
champs ω − ωfit contient de la vorticite´ essentiellement dans les filaments.
Cela est bien visible sur la figure 4.13. Pour obtenir le champ de vitesse








Dans cette formule, ez est le vecteur unitaire selon la direction perpendicu-
laire au plan de l’e´coulement. Il est clairement visible sur la figure 4.14 que ce
champ de vitesse tend a` rapprocher les deux vortex. La vitesse maximale du
champ cre´e´ par les filaments est environ 25% de la vitesse azimutale maxi-
male des vortex. Les deux tourbillons ont ainsi tendance a` se rapprocher
relativement vite, ce qui explique que la fusion s’effectue tre`s rapidement,
c’est-a`-dire en environ une demi-pe´riode de rotation de la paire. Le champ
de vitesse des filaments semble contenir un tourbillon au milieu entre les
vortex. Cela ne provient pas de la vorticite´ des filaments, mais de la vorti-
cite´ qui est pre´sente au centre de l’e´coulement, lie´e au fait que les vortex
sont le´ge`rement elliptiques.
En fait, le champ de vitesse qui tend a` rapprocher les deux vortex, pro-
vient de la dissyme´trie de la distribution de vorticite´ par rapport a` la ligne
joignant les deux vortex (dissyme´trie haut/bas dans la figure 4.13). En effet,
la partie syme´trique de la vorticite´ cre´e un champ de vitesse antisyme´trique,
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qui ne posse`de pas de composante paralle`le sur la ligne joignant les deux vor-
tex. Par contre, la partie antisyme´trique de la vorticite´, qui est constitue´e
des filaments de vorticite´, cre´e un champ de vitesse syme´trique, qui res-
semble dans le cas de la figure 4.13 a` un e´coulement hyperbolique, com-
primant la direction (Ox) et e´tirant la direction (Oy). C’est donc la partie
antisyme´trique de la vorticite´ qui a tendance a` rapprocher les deux vortex.
Cette antisyme´trie vient de la pre´sence des points hyperboliques exte´rieurs
H1 et H2 dans la figure 4.15. Les lignes de courant e´tant syme´triques, la dis-
syme´trie ne peut survivre que de manie`re instationnaire, c’est-a`-dire pendant
un temps court devant le temps convectif. En effet, la vorticite´ qui est e´jecte´e
d’un vortex vient ensuite se coller autour du vortex oppose´. C’est pourquoi
un mode`le the´orique doit prendre en compte les phe´nome`nes convectifs pour
pouvoir expliquer la de´stabilisation de la paire.
En conclusion, cette explication physique de la fusion est en accord avec
l’observation faite par Melander et al. (1988) qui ont montre´ qu’il peut exis-
ter de la vorticite´ dans la bande d’e´change, entre la ligne de courant qui
arrive au point hyperbolique central et la ligne qui passe par les points
hyperboliques exte´rieurs (voir la figure 4.15). Ils ont pre´cise´ que la fusion
s’amorce de`s que la vorticite´ de´passe la ligne de courant passant par le
point hyperbolique exte´rieur. Par contre, cette explication montre que les
me´thodes nume´riques qui recherchent des solutions d’Euler ne peuvent ob-
tenir le ve´ritable crite`re de fusion, car elles supposent qu’il n’y a pas de vor-
ticite´ dans cette bande d’e´change. C’est pourquoi ces me´thodes nume´riques
ne donnent qu’une borne infe´rieure au crite`re de fusion, et non une valeur
exacte du crite`re de fusion.
4.3.2 Un mode`le the´orique simple
Dans ce paragraphe, nous essayons de montrer que le me´canisme ex-
plicite´ pre´ce´demment peut cre´er une de´stabilisation de la paire et me`ne
effectivement a` la fusion des deux vortex.
Nous supposons que les lignes de courant cre´e´es par les deux vortex
sont toujours e´gales aux lignes de courant de deux vortex ponctuels, afin de
pouvoir effectuer des calculs. Cette hypothe`se n’est pas drastique, car les
lignes de courant varient peu au cours de la premie`re e´tape. La figure 4.15
indique que la topologie des lignes de courant de deux vortex ponctuels est
tre`s proche de celle des lignes de courant de l’e´coulement au moment de la
fusion, dont un exemple est donne´ dans la figure 4.12. Cette ressemblance
a e´te´ tre`s bien de´montre´e par des simulations nume´riques bidimensionnelles
faites par Le Dize`s & Verga (2001). Nous utiliserons donc la fonction courant
Ψ de deux tourbillons ponctuels de circulation Γ , se´pare´s par une distance




ln |r− b/2|+ Γ
2pi




Dans cette formule, b repre´sente le vecteur qui joint les deux centres des
vortex.
Nous supposons de plus que la viscosite´ est suffisamment faible pour que
la vorticite´ soit uniforme sur chaque ligne de courant, car elle est advecte´e
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Fig. 4.15 – Lignes de courant de deux vortex ponctuels dans le repe`re tournant avec
la paire, se´pare´s par une distance b = 1. Les lignes correspondent aux contours de la
fonction courant ψ, de´finie par la formule (4.14), pour Ψ/Γ = −0.4 (ligne discontinue),
Ψ/Γ = − ln 2/pi (ligne en points), Ψ/Γ = −5/8pi (ligne continue), et Ψ/Γ = −0.13
(traits mixtes).
suffisamment vite par le champ de vitesse pour s’uniformiser sans que la
diffusion n’ait le temps d’agir. Des calculs nume´riques de Ste´phane Le Dize`s
montrent que cette hypothe`se est ve´rifie´e, sauf dans des zones proches des
points hyperboliques. Mais la taille de ces zones diminue lorsque le nombre
de Reynolds augmente, ce qui re´duit leur effet. Dans une premie`re e´tape,
nous allons regarder des variations suffisamment lentes de b pour que cette
hypothe`se reste valable.
Enfin, pour pouvoir donner des valeurs approximatives des circulations
dans les diffe´rentes zones, nous supposerons que le profil de vorticite´ perpen-
diculaire aux lignes de courant est proche d’une distribution Gaussienne, et
que la taille des cœurs croˆıt sous l’effet de la diffusion comme :
a2 = 4νt (4.15)
c’est-a`-dire que l’on a pris l’origine du temps pour que la taille des cœurs
soit nulle a` t = 0.
Dritschel (1985) a montre´ que dans un e´coulement bidimensionnel vis-
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initialement e´gal a` J0, croˆıt avec le temps sous l’effet de la viscosite´ cine´ma-
tique ν selon :
J(t) = J0 + 4νΓtot t (4.17)
Ici, Γtot correspond a` la circulation totale pre´sente dans l’e´coulement. Saff-
man (1992, paragraphe 3.3.5) montre que ce moment de la vorticite´ est
oppose´ au moment cine´tique du fluide, c’est pourquoi il augmente alors que
le moment cine´tique de´croˆıt. Par la suite, nous appellerons J le moment
angulaire, bien qu’il soit oppose´ au moment cine´tique.
Dans le cas de deux tourbillons corotatifs de circulation Γ , et initialement
ponctuels et se´pare´s d’une distance b0, le moment est donc e´gal a` :
J(t) = 2Ji(t) = Γ
b20
2
+ 8νΓ t (4.18)
Au de´but de la premie`re e´tape de la fusion, les vortex sont quasi-ponctuels
et presque axisyme´triques. Le moment angulaire du vortex 1 est donc e´gal,















En utilisant la forme de la taille du cœur (4.15), on trouve alors une forme




+ 8νΓ t (4.21)
En comparant les Eqs. (4.18) et (4.21), on trouve que la distance de se´para-
tion reste e´gale a` sa valeur initiale. Cela veut dire que la croissance de la taille
des cœurs n’a aucun effet au premier ordre sur la distance de se´paration.
Lorsque les tourbillons deviennent plus gros, une partie de la vorticite´
va arriver jusqu’a` la ligne de courant inte´rieure qui relie les points hyper-
boliques H1 et H2. Cette se´paratrice est appele´e Si sur la figure 4.15, et
est dessine´e en trait continu fin. La vorticite´ qui se trouve sur cette ligne
de courant va alors se re´partir sur la se´paratrice exte´rieure Se, qui passe
aussi par les deux points hyperboliques, et qui est trace´e en trait continu
gras sur la figure 4.15. Cela cre´e les filaments de vorticite´ mentionne´s dans
le paragraphe pre´ce´dent. On peut mode´liser ce changement en rajoutant au
moment angulaire total le moment angulaire Je des filaments qui a e´te´ cre´e´




+ 8νΓ t+ Je (4.22)
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Il suffit donc de mode´liser la valeur du moment angulaire Je pour connaˆıtre
la valeur de b.
Nous mode´lisons la vorticite´ qui se trouve sur la se´paratrice Se comme
un filament de vorticite´ d’e´paisseur δ, et de vorticite´ constante e´gale a` la
vorticite´ ωi sur la se´paratrice inte´rieure Si. En effet, les deux se´paratrices
correspondent a` la meˆme valeur de la fonction courant et elles posse`dent






ou` Re(θ) est la distance du centre du syste`me a` la ligne de courant Se (voir
la figure 4.15). L’e´paisseur δ des filaments est proportionnelle a` la taille des
cœurs a, car elle est lie´e au profil de vorticite´ perpendiculairement aux lignes
de courant, qui est proportionnel a` exp(−r2/a2). Nous de´finissons ainsi une
constante adimensionne´e α qui donne la taille des filaments :
δ = αa (4.24)
Le moment de la vorticite´ sur la ligne exte´rieure est donc e´gal a` :
Je = 2pi < R3e > αaωi (4.25)
< R3e > est la valeur moyenne du cube de la distance du centre du syste`me
a` Se, et peut eˆtre calcule´ nume´riquement pour les lignes de courant de deux
vortex ponctuels :





Enfin, nous mode´lisons la vorticite´ ωi en supposant que le profil de chaque
vortex est proche d’un profil Gaussien. La vorticite´ sur la ligne de courant
inte´rieure est donc e´gal a` la vorticite´ lorsque on se place a` la distance R′i








Dans cette formule, R′i
2 correspond a` la valeur moyenne du carre´ de la dis-
tance de Si au centre d’un vortex, moyenne´ sur un demi-plan uniquement.
Pour les lignes de courant de deux vortex ponctuels, cette valeur est propor-








On de´finit un moment anglaire restreint, auquel on a retranche´ les effets
visqueux :
Jˆ = J(t)− 8νΓ t (4.29)
D’apre`s l’Eq. (4.18), ce moment reste constant au cours du temps et est e´gal
a` J0 = Γb20/2. Il peut eˆtre calcule´ explicitement en fonction de b en utilisant






















Fig. 4.16 – Moment angulaire restreint Jˆ adimensionne´ par Γb20 en fonction de la
distance de se´paration adimensionne´e, calcule´ par la formule (4.30) avec α = 0.5. La
taille du cœur adimensionne´e vaut a/b0 = 0.16 (ligne continue), a/b0 = 0.19 (traits
mixtes), a/b0 = 0.1995 (ligne discontinue) et a/b0 = 0.21 (ligne en points).
Cette fonction est trace´e dans la figure 4.16 pour une e´paisseur des fila-
ments δ choisie par α = 0.5. Pour chaque valeur de a/b0, la distance de
se´paration b est obtenue a` l’intersection de cette courbe avec la droite hori-
zontale Jˆ/Γb20 = 1/2. On voit donc que la distance de se´paration diminue
le´ge`rement lorsque la taille des cœurs augmente : elle a baisse´ de 4% pour
une taille du cœur a/b0 = 0.19. Cette diminution s’effectue sur une e´chelle
de temps visqueuse (lie´e a` la croissance de a). Cela ne correspond pas a` ce
que nous avons observe´, qui e´tait une chute rapide de b, suivant le temps
convectif. Ce comportement est simplement une adaptation du syste`me de
deux vortex a` la pre´sence de filaments de vorticite´.
Par contre, nous allons montrer dans le paragraphe suivant que lorsque le
minimum de cette courbe de´passe la valeur 1/2, le syste`me devient instable
de manie`re convective, et la distance de se´paration saute jusqu’a` la deuxie`me
intersection de la courbe avec la droite horizontale, qui se trouve a` b/b0 =
0.48. Cela se produit pour a/b0 = 0.1995 alors que la distance de se´paration
a de´ja` diminue´ de 15%.
Le re´sultat pre´ce´dent a e´te´ obtenu a` l’aide de nombreuses hypothe`ses
et au moyen de plusieurs mode´lisations nume´riques (de Je et de ωi par
exemple). Cependant, le raisonnement que nous effectuons sur la courbe est
tre`s ge´ne´ral et suppose simplement que la fonction Jˆ posse`de un minimum
qui se translate vers le haut lorsque la taille des cœurs a augmente. C’est
pourquoi nous pensons que ce mode`le the´orique est toujours valide lorsque
les hypothe`ses ne sont plus ve´rifie´es, meˆme si le calcul n’est plus possible de
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manie`re exacte.
Ne´anmoins, il est possible de montrer que la courbe Jˆ ne posse`de un











ce qui est le cas uniquement si α > 0.3509. Pour de valeurs infe´rieures, la
courbe de Jˆ est croissante et il n’est pas possible de trouver un endroit ou` le
syste`me de deux vortex va devenir instable. Cela veut dire que si la taille des
filaments est trop petite (α trop faible), le moment angulaire des filaments
n’est pas suffisamment important pour cre´er une fusion convective, ce qui est
en accord avec le me´canisme physique. On s’attend alors a` ce que les deux
tourbillons fusionnent suivant un temps visqueux. Cependant, l’expe´rience
indique clairement qu’il existe une e´tape convective, ce qui tendrait a` prouver
que α est supe´rieur a` 0.35 dans l’expe´rience.
4.3.3 De´stabilisation convective de la paire
Nous avons suppose´ dans le paragraphe pre´ce´dent que les variations de la
distance de se´paration e´taient suffisamment lentes pour que la vorticite´ soit
toujours uniformise´e le long des lignes de courant. Nous supposons mainte-
nant que la vorticite´ n’a pas le temps de parcourir toute la ligne de courant
pendant le temps typique de variation de b. La vorticite´ est donc advecte´e
par l’e´coulement. Nous supposons que la vitesse angulaire le long de la ligne
de courant Se est constante, e´gale a` Ω′. Cette valeur semble eˆtre de l’ordre
de grandeur de la vitesse angulaire Ω = Γ/pib2 de la paire de tourbillons.
Le moment angulaire des filaments peut eˆtre calcule´ en utilisant l’e´qua-
tion (4.23) ou` l’on remplace la vorticite´ ωi par la vorticite´ ωe(θ,t) a` un instant





Cette vorticite´ est e´gale a` la vorticite´ qui e´tait sur la se´paratrice inte´rieure
un instant T plus toˆt. Ce retard T correspond au temps que met la vor-
ticite´ pour atteindre l’angle θ depuis le point hyperbolique, et est e´gal a` :
T = θ/Ω′. On ne´glige ici le temps que met la vorticite´ pour s’uniformiser
sur la se´paratrice inte´rieure, car sa longueur est plus faible que celle de la
se´paratrice exte´rieure. La vorticite´ a` un angle θ de la se´paratrice exte´rieure
est donc e´gal a` :






Nous avons effectue´ un de´veloppement limite´ de ωi en supposant que T
est faible devant les variations temporelles de ωi. En utilisant la forme de ωi
donne´e par (4.27), nous explicitons Je selon :















Fig. 4.17 – Vitesse de se´paration b˙, adimensionne´e par Γ/b0, calcule´e par la for-
mule (4.36) avec α = 0.5. La taille du cœur adimensionne´e vaut a/b0 = 0.16
(ligne continue), a/b0 = 0.19 (traits mixtes), a/b0 = 0.1995 (ligne discontinue) et







piΩ′ < R3e >
(4.35)
C’est l’analogue de l’e´quation (4.25) avec un terme convectif contenant
b˙. Cela nous permet de calculer explicitement le moment restreint Jˆ . En
e´crivant que ce moment restreint est e´gal a` J0 = Γb20/2, on obtient une












La constante λ posse`de l’unite´ d’un temps, et peut eˆtre approxime´e par
2.8 b20/Γ en supposant que Ω




edθ = pi < R
3
e >. Cependant,
la valeur nume´rique de λ est peu importante car la stabilite´ du syste`me ne
de´pend que du signe de b˙.
Les variations de b˙ sont trace´es dans la figure 4.17 en utilisant la valeur
pre´ce´dente de λ = 2.8 b20/Γ et α = 0.5. On voit que si la taille du cœur adi-
mensionne´e a/b0 est faible, il existe une unique solution stationnaire (b˙ = 0)
de b, qui se situe proche de b0. Cela correspond au point d’intersection de la
courbe trace´e dans la figure 4.16 avec la droite d’ordonne´e 1/2. Cette solu-
tion est stable car une le´ge`re augmentation de b cre´e une vitesse b˙ ne´gative,
qui a tendance a` ramener b a` sa valeur initiale. Lorsque a/b0 augmente
cette solution stationnaire diminue, mais elle est toujours stable. Pour a/b0
supe´rieur a` 0.19, il existe deux autres solutions stationnaires, l’une stable
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et l’autre instable, pour des valeurs de b plus faibles. Lorsque a/b0 atteint
la valeur critique de 0.1995, la solution stationnaire initiale disparaˆıt et le
distance de se´paration de´croˆıt brutalement suivant un temps convectif pour
se stabiliser autour de la solution stable qui se trouve a` b/b0 = 0.48. On voit
donc apparaˆıtre ici l’explication de la de´stabilisation du syste`me de deux
tourbillons lorsque la taille des cœurs de´passe une fraction critique de la
distance de se´paration. La valeur critique a/b0 = 0.1995 obtenue au moyen
de cette the´orie est proche de la valeur expe´rimentale. Cependant, elle est
largement de´pendante des hypothe`ses utilise´es dans le mode`le et nous ne
pensons malheureusement pas pouvoir trouver un crite`re exact. Ce mode`le
est donc une bonne explication du phe´nome`ne de la fusion, mais il ne permet
pas de de´terminer un crite`re pre´cis.
Ce mode`le pre´dit que la distance de se´paration b doit se stabiliser apre`s
avoir diminue´ de moitie´. Il est probable que pour de telles valeurs de b le
mode`le ne soit plus valide, car les lignes de courant et les distributions de
vorticite´ sont tre`s diffe´rentes. Ce mode`le ne de´crit pas les instants finaux de
la fusion, mais explique simplement comment la fusion de´bute.
En conclusion, nous avons donne´ une explication physique de la fusion,
base´ sur la conservation du moment angulaire et la cre´ation de filaments
de vorticite´. Nous avons ensuite construit un mode`le simple a` partir de ce
me´canisme physique, qui explique pourquoi le syste`me de deux tourbillons
se de´stabilise lorsque la taille des cœurs devient suffisamment grande devant
la distance de se´paration.
4.4 Caracte´risation du vortex final
Nous avons vu dans la figure 4.7 que le carre´ de la taille des cœurs semble
augmenter d’un facteur 2 lors de la fusion convective. Cela veut dire que la
fusion est un me´canisme qui fait passer deux vortex de taille initiale ai a` un
unique vortex de taille finale af , telle que a2f = 2a
2
i . Nous allons discuter ce
re´sultat et le comparer a` diffe´rentes pre´dictions the´oriques.
4.4.1 Conservation du moment angulaire
The´oriquement, la circulation totale doit eˆtre conserve´e au cours de
la fusion. Nous avons montre´ dans le chapitre 2 que cela est bien ve´rifie´
expe´rimentalement. D’autre part, le moment angulaire croˆıt de manie`re
continue sous l’effet de la dissipation visqueuse selon la loi (4.18). Pour des
nombres de Reynolds e´leve´s, l’e´tape convective de la fusion est tre`s rapide
par rapport au temps visqueux, et le moment angulaire est donc conserve´
au cours de cette e´tape. Le moment angulaire avant la fusion a e´te´ calcule´
dans le paragraphe 4.3, pour deux tourbillons axisyme´triques Gaussiens, de















Fig. 4.18 – Profil de vorticite´ axiale apre`s fusion pour t∗ = 1.5. La vorticite´ est
moyenne´e sur des cercles centre´s sur le maximum de vorticite´, afin de lisser les spirales
de vorticite´. Le trait discontinu correspond a` un profil Gaussien de vorticite´ pour la
meˆme circulation (Γ = 27.3 cm2/s) et une taille de cœur a = 1.33 cm. Le nombre de
Reynolds vaut 1506.
D’autre part, le moment angulaire final peut eˆtre calcule´ en supposant que
le vortex apre`s fusion est aussi Gaussien et posse`de une circulation 2Γ :
Jf = 2Γa2f (4.38)
En e´galant les deux e´quations (4.37) et (4.38), on trouve un rapport








En supposant que la fusion de´bute pour un rapport critique ac/b proche de
0.25, on trouve que le carre´ de la taille du cœur finale est 5 fois plus grand
que le carre´ de la taille du cœur initiale. Ce rapport est supe´rieur a` celui
trouve´ dans l’expe´rience, ou` il e´tait e´gal a` 2. Nous allons expliquer cette
diffe´rence dans le paragraphe suivant.
4.4.2 Profil du vortex final
Le mode`le pre´ce´dent suppose que le vortex final est Gaussien juste apre`s
la fusion. Ceci n’est pas ve´rifie´ expe´rimentalement : la figure 4.18 montre que
le profil de vorticite´ ne peut pas eˆtre approxime´ par une Gaussienne. En effet,
les filaments de vorticite´ qui ont e´te´ e´jecte´s lors de la fusion cre´ent un fond
de vorticite´ loin du cœur du vortex final. Cela induit des ailes de vorticite´
dans le profil de la figure 4.18 qui de´croissent moins vite que les ailes d’une
Gaussienne. Cette diffe´rence est encore plus visible dans la figure 4.20 qui
repre´sente la circulation Γ (r) = 2pirvϕ en fonction du rayon. Ces re´sultats
montrent que la circulation loin du vortex est plus importante que celle
obtenue pour un tourbillon Gaussien. Ils semblent indiquer que le vortex








Fig. 4.19 – Profil de vitesse azimutale apre`s fusion pour t∗ = 1.5. La vitesse est
moyenne´e sur des cercles centre´s sur le maximum de vorticite´. Le trait discontinu cor-
respond a` un tourbillon Gaussien de meˆme circulation (Γ = 27.3 cm2/s) et de taille de
cœur identique a = 1.33 cm. Le nombre de Reynolds vaut 1506.
pourrait eˆtre de´compose´ en trois zones, comme dans le cas des tourbillons
cre´e´s par les ailes d’avion trouve´s dans le mode`le de Jacquin et al. (2001).
La vorticite´ de ces ailes n’influe pas sur la taille du cœur qui est calcule´e
en utilisant le maximum de la vitesse azimutale, car elle ne modifie pas la
circulation (et donc la vitesse azimutale) sur les cercles de petits rayons.
Cependant, cette vorticite´ influe beaucoup sur le moment angulaire total,
car elle est situe´e loin du centre du syste`me. C’est pourquoi la taille du
cœur mesure´e expe´rimentalement est plus faible que la pre´diction the´orique
donne´e dans le mode`le pre´ce´dent. Il est donc probable (et cela a e´te´ ve´rifie´
sur les simulations nume´riques effe´ctue´es par Le Dize`s) que si la taille finale





i serait effectivement e´gal a` 5. Malheureusement, il n’est pas
possible de calculer le moment angulaire a` partir des donne´es expe´rimentales,
car les bruits de mesure sur la vorticite´ font diverger l’inte´grale qui de´finit
le moment angulaire.
Apre`s la fusion, le vortex final est soumis aux phe´nome`nes diffusifs, et
il doit converger vers un tourbillon Gaussien selon une e´chelle de temps
visqueuse. Il est vraisemblable que sur des temps longs la taille du cœur
augmente de fac¸on a` satisfaire le rapport 5 pre´ce´dent. Or sur ces e´chelles de
temps, la taille du cœur augmente aussi a` cause de la diffusion visqueuse. On
s’attend donc a` ce que a2 augmente plus vite que 4νt apre`s la fusion, pour
converger vers une droite qui satisfait au moment de la fusion le rapport
a2f/a
2
i = 5. Cette e´volution est indique´e dans la figure 4.21, mais n’a pas
pu eˆtre observe´e expe´rimentalement car le temps d’observation n’est pas
suffisamment long.









Fig. 4.20 – Profil de circulation en fonction du rayon, obtenu expe´rimentalement (◦)
apre`s fusion pour t∗ = 1.5. Le nombre de Reynolds vaut 1506. Les lignes correspondent
a` un profil Gaussien de vorticite´ pour la meˆme circulation (Γ = 27.3 cm2/s) et une
taille de cœur a = 1.33 cm (trait continu).
4.4.3 Conservation de l’e´nergie
Pour la turbulence bidimensionnelle, Carnevale et al. (1991b) ont pro-
pose´ un mode`le dans lequel le rapport a2f/a
2
i est diffe´rent. Ils ont suppose´ que
l’e´nergie totale du syste`me e´tait conserve´e, car les phe´nome`nes dissipatifs
deviennent ne´gligeables lorsque le nombre de Reynolds est important. Ils ont
aussi suppose´ que le niveau de vorticite´ maximal est conserve´, ce qui paraˆıt
valable a` viscosite´ nulle. L’e´nergie du vortex final est proportionnelle a` ω2fa
4
f
et l’e´nergie de la paire de tourbillons initiaux est proportionnelle a` 2ω2i a
4
i .
Si les profils des vortex initiaux et finaux sont identiques, les constantes de




car le niveau de vorticite´ est conserve´. Le proble`me de ce mode`le est qu’il
ne conserve pas la circulation : la circulation finale est 30% plus faible que
la circulation initiale. Cela peut s’expliquer en supposant que les filaments,
qui contiennent de la circulation ne s’enroulent plus autour du vortex final,
mais sont e´carte´s du vortex final par l’effet d’un champ exte´rieur, car ils sont
suffisamment e´loigne´s du vortex final. Cette explication est correcte dans le
cas de la turbulence bidimensionnelle, mais elle n’a pas lieu d’eˆtre dans le
cas de deux tourbillons corotatifs simples. C’est pour cette raison que nous
obtenons expe´rimentalement un rapport supe´rieur a` cette pre´diction.
En conclusion, le rapport a2f/a
2
i trouve´ expe´rimentalement est compris
entre les valeurs donne´es par les deux mode`les de´crits pre´ce´demment car
leurs hypothe`ses ne sont jamais entie`rement ve´rifie´es.
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Fig. 4.21 – Mode`le de l’e´volution temporelle de la taille des cœurs des vortex en
fonction du temps visqueux. La croissance visqueuse des tourbillons Gaussiens, dicte´e
par la formule (4.2), se traduit par des droites de pente 1 trace´es par des lignes continues.
La ligne pointille´ correspond a` une supposition de la variation de la taille du cœur.
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5. INSTABILITE´ TRIDIMENSIONNELLE
Au chapitre pre´ce´dent, nous avons analyse´ la dynamique bidimension-
nelle de l’e´coulement a` bas nombre de Reynolds. Dans ce chapitre, nous
allons nous inte´resser aux eventuelles instabilite´s tridimensionnelles, pou-
vant apparaˆıtre a` haut nombre de Reynolds. Ces travaux ont donne´ lieu a`
une publication en pre´paration pour la revue Journal of Fluid Mechanics
sous le titre “Elliptic instability of a co-rotating vortex pair”, qui est inse´re´e
dans la suite du texte.
Abstract
In this paper, we report experimental results concerning a three-dimen-
sional short-wave instability observed in a pair of equal co-rotating vortices.
The pair is generated in water by impulsively started plates, and is analysed
through dye visualizations and detailed quantitative measurements using
particle image velocimetry. The instability mode, which is found to be sta-
tionary in the rotating frame of reference of the two-vortex system, consists
of internal deformations of the vortex cores, which are characteristic of the
elliptic instability occurring in strained vortical flows. Measurements of the
spatial structure, wavelengths and growth rates are presented, as function
of Reynolds number and non-dimensional core size. The presence of the ro-
tation of the pair, which is not a background rotation of the entire flow, is
found to lead to a shift of the unstable wavelength band to higher values, as
well as to higher growth rates. In addition, a dramatic increase in the width
of the unstable bands for large values of the rescaled core radius is found.
Comparisons with recent theoretical results by Le Dize`s & Laporte (2001)
concerning elliptic instability show very good agreement.
At late stages of the flow, when the perturbation amplitude gets suffi-
ciently large, the two vortices merge into a single structure. This happens
for smaller cores sizes than in the case of two-dimensional merging. The
three-dimensional merging leads to a final vortex characterised by turbulent
small-scale motion, whose size appears to be larger than it would have been
without instability.
5.1 Introduction
The flow consisting of two parallel vortices having the same sense of
rotation is one of the simplest configurations for the study of basic vortex
interactions. In addition to its intrinsic interest on a fundamental level, it
has relevance to a number of different flows and applications.
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Co-rotating vortices are found in mixing layers, as a result of the Kelvin-
Helmholtz instability. The merging of the vortices dictates the growth of the
layer thickness, and the onset of three-dimensionality in the mixing layers
could be linked to the appearance of an elliptic instability of these vortices.
Vortex merging is also a major ingredient in the dynamics of two-dimensional
turbulent flows, which motivated numerous studies on co-rotating vortices.
In three-dimensional turbulence, many types of vortex interactions occur
between the coherent structures discovered in these flows (Cadot et al. 1995,
Vincent & Meneguzzi 1991, Kida & Ohkitani 1992), including the ones bet-
ween (almost) parallel co-rotating vortices. Precise knowledge about their
behaviour may lead to a deeper understanding of the complex global dy-
namics and scalings. Finally, on a more practical side, strong co-rotating
vortices are found in the wake of many types of aircraft wings in landing
configuration, i.e., with lowered flaps. They eventually merge into a single
vortex behind each wing (Chen et al. 1999, Devenport et al. ), which, due
to its strength and longevity represents a danger for following aircraft, in
particular in the vicinity of airports. Since this hazard, and the associated
rules for separation distances, are the main factor limiting airport capacities
today, a detailed analysis of the initial co-rotating vortex flow is thus of
great interest in this context.
The two-dimensional evolution of two co-rotating vortices has been ex-
tensively studied numerically (see, e.g., Roberts & Christiansen 1972, Over-
man & Zabusky 1982). It appears that when the core size of the vortices is
small compared to their separation distance, they rotate around each other
almost like two point vortices. When the cores size, which grows by viscous
diffusion, reaches a critical fraction of the separation distance, two filaments
of vorticity are ejected and the vortices approach each other to preserve
the total angular momentum. As shown numerically (Overman & Zabusky
1972) and experimentally (Griffiths & Hopfinger 1987), they finally merge
into a single vortex, which becomes axisymmetric by rolling up the fila-
ments of vorticity into tight spirals (Melander & McWilliams 1987). Several
numerical (Saffman & Szeto 1980, Dritschel 1985, Dritschel 1986) and theo-
retical (Melander et al. 1988) studies calculated the critical ratio of core size
and separation distance, at which merging initiates, for patches of uniform
vorticity. This criterion was recently generalised by Meunier et al. (2001b),
to the case of non-uniform distributions of vorticity, by defining the core
size, not through the vortex area, but using the angular momentum and
the circulation. In all these analyses, the possibility of a three-dimensional
instability, which could possibly modify this picture considerably, has not
been considered.
Several three-dimensional instabilities occurring in systems of parallel
vortices are known, in particular for the case of a counter-rotating pair. The
first stability analysis of such a pair was performed by Crow (1970) on a
counter-rotating vortex pair, to explain the observation of periodic symme-
tric perturbations of aircraft wakes. The growth of these perturbations is
caused by the interaction of three effects: the strain field induced by each
vortex at the location of the other one, the self-induced rotation of each per-
turbed vortex, and the flow field induced by the perturbations of the other
5.1. Introduction 109
vortex. Crow’s analysis, in which the vortices were treated as lines, showed
that all effects induce a rotation of a given wavy perturbation, and that they
can cancel each other under certain conditions, producing a stationary wave
which is pulled apart exponentially by the strain. This happens typically for
wavelengths between 5 and 10 times the vortex separation distance. Using
the same procedure, Jimenez (1975) proved that, for the case of co-rotating
vortices, the different rotation rates could never add up to zero, which means
that such flows are stable with respect to this instability mechanism. In the
present study, we did indeed not observe any long-wavelength instability,
which is consistent with this result.
In the previous analyses, the hypothesis of vortex filaments restricted
the validity of the results to wavelengths much larger than core size of the
vortices. In order to extend the stability theory to smaller wavelengths,
Moore & Saffman (1975) and Tsai & Widnall (1976) studied the stability of
a finite-core vortex in a uniform, stationary straining field, which leads to
locally elliptic streamlines. Their global analysis showed that neutral modes
of the unstrained vortex (Kelvin modes) could be resonantly amplified by
the strain, leading to short-wave instability.
The elliptic instability was rediscovered from a local viewpoint, i.e. as-
suming the wavelength is small compared to the size of the region with
elliptic flow (core size). Pierrehumbert (1986) and Bayly (1986) studied the
three-dimensional stability of an inviscid elliptic flow of infinite extent, sho-
wing that inertial waves, found in rotating flows (Greenspan 1968), could
be amplified parametrically by the strain, leading to instability. Landman &
Saffman (1987), following the analysis of Craik & Criminale (1986), exten-
ded this result to include viscous effects. This work has been generalised by
Lifschitz & Hameiri (1991) to the case where inertial waves cannot be calcu-
lated analytically, by using the methods of “geometric optics”. The case of a
rotating elliptic flow was studied by Craik (1989), Leblanc & Cambon (1997;
1998), and Le Dize`s (2000b). Waleffe (1990) showed that combinations of
unstable inertial waves can lead to localized disturbances, which can satisfy
certain boundary conditions, e.g., for flow in cylindrical containers. Moreo-
ver, the structure of this disturbance is comparable to the inner profile of
the Kelvin waves of the global analysis cited above, proving that the two
approaches describe the same phenomenon.
A comprehensive review of the elliptic instability was recently given by
Kerswell (2002).
Experimental results on three-dimensional instabilities of a vortex pair
are very rare, and treat mostly the counter-rotating case. Short-wave instabi-
lities were initially observed on vortex rings by Krutzsch (1939), Maxworthy
(1972), and Widnall & Sullivan (1973). Thomas & Auerbach (1994) found
such an instability on a counter-rotating vortex pair, which showed a cer-
tain resemblance with the theory of Tsai & Widnall (1976). A more detailed
study of the counter-rotating vortex pair was done by Leweke & Williamson
(1998), showing that the instability has the same structure as the perturba-
tion found by Waleffe (1990), and that wavelengths and growth rates are in
agreement with the two preceding theories. On the other hand, there have
been a few experiments on flows inside an elliptical container (Vladimirov
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et al. 1987, Malkus 1989, Eloy et al. 2000), showing good agreement with
the theory of Waleffe (1990).
In all these studies, the strain felt by a given vortex was stationary. So
far no experimental result is available on the effect of a time-dependent, and
in particular a rotating strain. In the present study, we investigate experi-
mentally the short-wavelength instability of a symmetric laminar co-rotating
vortex pair, which is the simplest configuration in which a vortex experiences
a rotating strain. Some preliminary results of this work concerning the exis-
tence of the elliptic instability in this flow were reported earlier (Meunier
& Leweke 2001a). In this paper, we give a detailed quantitative and qua-
litative description of the phenomenon. There has been also a comparison
between numerical simulations and experimental results by Leweke et al.
(2001), which again agrees with theoretical predictions of Le Dizes & La-
porte (2001).
After a description of the experimental apparatus and the two-dimen-
sional base flow in section 5.2.1, we show in section 5.3 the overall structure
and symmetry of the instability in our flow. In section 5.4, we present mea-
surements of wavelengths and growth rates as function of the parameters
of the flow, and make comparisons with theoretical results on elliptic insta-
bility, in particular with those from a recent study by Le Dizes & Laporte
(2001), which directly treats the flow considered here. Section 5.5 shows how
the instability modifies the merging process of the two vortices, which occurs
at late stages, with respect to the purely two-dimensional case. Conclusion
follow in section 5.6.
5.2 Experimental details and base flow
5.2.1 Set-up and methods
The flow was studied in a rectangular water container with Plexiglass
walls, having a square base of 50× 50 cm2 and a height of 130 cm. Two ver-
tical vortices are created using two flat plates, impulsively rotated from rest
around their vertical edges, as shown schematically in figure 5.1(a). The two
resulting starting vortices rotate around each other by mutual induction. An
example of a cross-cut visualisation of the initial pair is shown in figure 5.2.
The plates are anodized for protection against oxidation, and painted in
black for a good contrast in the flow visualization. They have dimensions
10 × 0.5 × 135 cm3 and their free edges are sharpened to an angle of 30◦.
The high aspect ratio of the plates creates long and thin vortices, which is
needed to keep the effects of axial velocity, induced by the end conditions
at the bottom of the tank, away from the observation area, consisting of
the upper 40 cm below the free surface. The plates are driven by computer-
controlled step-motors. A high reduction in the gears leads to a displacement
∆Θ = 0.0225◦/step of the plates, giving them a smooth movement. The se-
paration between the two tips of the plates is 3.2 cm when the plates are
aligned, i.e. for an angle Θ = 0 (see figure 5.1a). The plates start from a
negative angle Θ = −10◦, so that the vortices are fully created before they
begin to interact.
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Fig. 5.1 – Generation of the vortices. (a) Principle of the experimental set-up. (b) Va-
riation of the angular velocity Θ˙ of the generating plates as function of their angle Θ,
for a movement defined by Eq. (5.1). (c) Time evolution of the angle Θ of the plates,
for a maximal angular velocity Θ˙max = 0.4 rad s−1.
The motion history of the plates has been chosen carefully, through slow
empirical improvements, to avoid instabilities during the roll-up process, and
create concentrated vortices which follow an approximately circular path,
despite the presence of the plates. The motion profile (angular velocity as











It is plotted in figure 5.1(b), and consists of a strong but smooth accelera-
tion, followed by a gradual slow-down. They stop when they reach Θ = 90◦,
as shown in figure 5.1(c). The maximum angular velocity Θ˙max is varied
between 0.1 and 0.4 rad s−1 to adjust the circulation of the vortices, which
defines the Reynolds number (see below). A possible difference in the cir-
culations of the vortices, coming from residual convection motion in the
tank, is corrected for each experiment by adjusting Θ˙max for each vortex
individually.
In order to visualise the flow, two fluorescent dyes (Fluoresceine and
Rhodamine B) are painted along the edges of the plates. For this purpose,
the plates, whose supports are mounted on a carriage on vertical rails, can
be lifted out of the water before the experiment. When the dyes are dry, the
plates are then lowered slowly into the water without disturbing the fluid
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Fig. 5.2 – Dye visualisation of the co-rotating vortex pair in a plane perpendicular to
their axes. The right generating plate is faintly visible; it ends at the beginning of the
right dye filament.
significantly. During the rotating motion of the plates, the dye washes off the
plates and very effectively marks the vortex centers, as seen in figure 5.2. The
flow is illuminated with light from a 5 W Argon laser, either in volume or
in a horizontal plane perpendicular to the vortex axes. Images are recorded
either on video tape, a computer using a digital high-resolution camera, or
on a standard 35 mm photographic film.
Quantitative measurements of velocity fields are obtained by digital
particle image velocimetry (DPIV). For this method, the flow is seeded
with small reflecting particles of mean diameter 50 µm and density 1.00 ±
0.02 g cm−3, illuminated by a sheet of laser light of 3–5 mm thickness.
These particles can be expected to correctly follow the laminar motion of
the fluid, since the characteristic length scales are of the order of the vortex
core size, i.e. more than two order of magnitude larger than the particle
diameter. Image pairs are recorded by a high-resolution digital camera of
1008×1018 pixel2, with a time delay of 33ms when using a continuous Argon
laser, and 15ms when using two pulsed Nd-YAG lasers for higher Reynolds
numbers. The images are treated by a cross-correlation algorithm develo-
ped for velocity fields containing high velocity gradients. The interrogation
windows, of dimensions 32× 32 pixels2 (corresponding to about 3× 3 mm2),
are translated and deformed according to the velocity gradients, to keep the
correlation peaks as high as possible in the case of intense velocity gradients
(Meunier & Leweke 2001c). One obtains a velocity field of 60× 60 vectors,
to which a median filter is applied, which corrects the spurious vectors (2%
on average). A typical initial velocity field is shown in figure 5.3(a), where
no smoothing was applied. From these velocity fields, the axial vorticity can
be calculated using finite-difference or contour methods (figure 5.3b).
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Fig. 5.3 – Typical velocity field (a) and vorticity contours (b) obtained by PIV mea-
surements for a core size-to-separation distance ratio a/b = 0.17 and a Re = 3600.
The difference between two vorticity contours is 2 s−1.
5.2.2 Characteristics of the two-dimensional base flow and their
determination
DPIV measurements are necessary to determine accurately the initial
conditions of the flow, which for the present problem means the two-dimen-
sional velocity field before the appearance of the three-dimensional insta-
bility. Precise knowledge of these conditions is essential for a meaningful
comparison with theoretical results, since theoretical predictions are very
dependent on the two-dimensional distribution of vorticity. A detailed study
of the two-dimensional flow was presented in Meunier et al. (2001b); here,
we only recall the basic results, necessary for the present purpose.
A pair of equal co-rotating vortices is characterised by the circulation
Γ of each vortex, the separation distance b between the two vortex centres,
and their characteristic core radius a. These quantities were determined in
the following way:
The circulation Γ is calculated by integrating the velocity on a streamline
around each vortex. Its determination is very precise since the velocity field
is very accurate outside the vortex cores. The uncertainty in the circulation
is found to be small: ∆Γ/Γ ≈ 1%. The circulation of one vortex is used to
define the Reynolds number of the flow: Re = Γ/ν. It was varied between
1000 and 5000 for this study.
To properly define the core size of the vortices, we need to examine their
individual velocity distributions. From measurements as in figure 5.3, we de-
termine the azimuthal velocity vϕ, as function of the radial distance r from
the centre of a given vortex, i.e., the local maximum of vorticity. An example
of the azimuthally averaged profile vϕ(r) is shown in figure 5.4(a). The ra-
dius amax at which the mean azimuthal velocity is maximum is very well
defined; it will be used for the definition of the core size a. The comparison






























Fig. 5.4 – (a) Typical profile of the mean azimuthal velocity of one vortex. (b)
Transverse velocity profile on a line joining the two vortex centres. The solid lines
correspond to theoretical predictions obtained for Gaussian vortices defined by Eq. (5.2)
with the same circulations (Γ1 = 33 cm2/s and Γ2 = 30 cm2/s), core sizes (a =
amax/1.12 = 0.62 cm), and separation distance (b = 3.6 cm) as measured.
shows that the experimental vortex is very well represented by such a profile
over large parts of the core. For a Gaussian vortex, the radius of maximum
circumferential velocity is related to the core parameter a by: a ≈ amax/1.12.
In the following, we will use the same relation to calculate the core radius of
the experimental vortices. We adopt this method, rather than a least-squares
fit of the velocity field to the superposition of two Gaussian vortices, since
it remains applicable for general vorticity profiles, in particular those found
after the merging process, which are clearly not Gaussian any more. In fi-
gure 5.4(a), when the radius gets of the order of the separation distance
between vortices, the experimental values are higher than those for a Gaus-
sian vortex. This is probably caused by the presence of the second vortex,
whose velocity field contributes to the measurements around the first. In fi-
gure 5.4(b), the second vortex was included in the comparison, which shows
the velocity component perpendicular to the line joining the two vortices, as
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Fig. 5.5 – Time evolution of the square of the core size a. The solid line corresponds
to the theoretical prediction (5.3), obtained for a Gaussian vortex defined by Eq. (5.2).
N : Re = 742, H : Re = 1506,  : Re = 2258, ◦ : Re = 3600.
function of the position along this line. The agreement between measurement
and the prediction using Gaussian vortices is very good.
The core size increases in time due to viscous diffusion of vorticity. Mea-
surements of this growth are shown in figure 5.5 for different experiments.
They follow quite nicely the theoretical evolution for a Gaussian vortex,
given by
a2 = 4ν(t− to). (5.3)
Use of such a linear fit to a given set of data, allows the determination of
a at a given time in the experiment with an uncertainty of ∆a/a ≈ 4%,
despite the scatter observed in figure 5.5.
The separation distance b between the two vortex centres is found from
the location of the two local vorticity maxima, measured on smoothed vor-
ticity fields. The effect of one vortex on the location of the other maximum
is negligible, even when the vortices are very close. Considering again nearly
Gaussian vortices, and the worst case of a/b ≈ 0.25 (for higher values the
vortices merge), the vorticity of the first vortex is 10−7 times the vorticity of
the second vortex at the centre of the latter. The error in the measurement of
the separation distance is therefore relatively small ∆b/b ≈ 2%. Figure 5.6
shows the evolution of the separation distance b as function of the non-
dimensional time t∗ (see equation (5.5) below). The origin of time is taken
at the beginning of the plate motion. After an initial phase of vortex for-
mation (t∗ < 0.2), the separation distance remains fairly constant, although
slight oscillations are visible, due to the presence of the vortex-generating
plates in our set-up. The average value during this second phase defines
the ‘initial’ separation distance bo, which is used to non-dimensionalise the
lengths of the experiment, and in particular the core size a.
In this stage, the vortices rotate around each other. The orientation θ
of the pair (see figure 5.3), which is also obtained from the locations of
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Fig. 5.6 – Evolution of the separation distance b between the two vortex centres
with the non-dimensionalised time t∗ = t/tc for three different Reynolds numbers.
N : Re = 742, ◦ : Re = 1506, • : Re = 2258.
vorticity maxima, is plotted in figure 5.7 as function of time. It increases
almost linearly with a mean angular velocity close to the angular velocity Ω






Some slight variations of the angular velocity can be observed in the measu-
rements, which are due to the variations of the separation distance, as seen
above. Indeed, when taking into account the instantaneous separation dis-
tance measure in the same experiment, the agreement between measurement
and point-vortex prediction is much better (see figure 5.7).





is used to non-dimensionalise time t: t∗ = t/tc.
As explained by Meunier et al. (2001b) , when the core size a reaches
approximately 25% of the separation distance b, a rapid change in the two-
dimensional flow occurs. The vortex separation distance starts to decrease
quickly (figure 5.6), and the two vortices merge into a single final one in a
mainly convective process. For low Reynolds numbers, the flow is found to
remain two-dimensional throughout. The instability developing in the initial
vortex pair at higher speeds leads to three-dimensional unstable merging,
which is treated in section 5.5 below.
5.2.3 Measurements of the three-dimensional flow
As shown in the following sections, a three-dimensional instability ap-
pears in the co-rotating vortex flow, when the Reynolds number is sufficiently
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Fig. 5.7 – Time evolution of the angle θ of the vortex pair for Re = 3600. The lines
correspond to the orientation of two point vortices, separated by a constant averaged
distance b = 4cm (solid line), or by a time-varying distance b(t) (dashed line) obtained
in the same experiment.
high. It is characterised by internal deformations of the vortex cores, which
are antisymmetric with respect to the centre of rotation of the pair. In the
unforced natural case, the wavelength of the perturbations was somewhat
varying along the vortex, and its phase was random for a given run. A spe-
cial procedure had to be adopted, in order to obtain the quantitative results
presented in section 5.4.
For most visualisations and measurements presented in this paper, the
flow was excited at a particular wavelength, close to the naturally occurring
one. This control was achieved by sticking small pieces of adhesive tape
(dimensions 5×9 mm) close to (but not exceeding) the edge of the generating
plates, separated by the desired wavelength (typically 3–4 cm). This very
small perturbation was sufficient, in most cases, to fix the wavelength and
phase of the developing instability. In this way, the three-dimensional flow
was much more regular, and quantitative measurements became possible.
The wavelength and phase were nevertheless measured in each run from
side view visualisations.
The fact that the phase of the three-dimensional perturbations was fixed,
made possible the measurements of the growth of the vortex centre line wa-
viness, using dye and simultaneous visualisation of two cross-cut planes, as
described in section 5.4.4. (DPIV measurements are not precise enough to
obtain this quantity with any reasonable degree of precision in this kind of
flow). It was verified, using numerical simulations and analytical expressions
of the perturbations (equations(5.11)-(5.13) below), that the growth rate ob-
tained in this way is in principle identical to the growth rate of the unstable
mode, provided that the amplitude of the dye wave is smaller than the core
size a, for the case of a Gaussian vortex. The values of a and the vortex
separation distance b, associated with a given measurement of growth rate,
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(a) (b)
Fig. 5.8 – Side-view visualisations of the freely developing three-dimensional instability
of a co-rotating vortex pair, for a Reynolds number of approximately 3000.
represent average values during the period in which the growth rate was
determined, i.e., in which exponential growth was observed (see figure 5.18).
Despite all these precautions, the uncertainty in the (dimensionless) growth
rate must be estimated to be about 25%, based on the observed scatter. This
may be due to a number of effects, e.g., residual motion in the tank of ran-
dom perturbations during vortex roll-up generating waves that travel along
the vortices and shift the phase of the 3D perturbations, inducing errors in
the measurement of the amplitude. This illustrates the high sensitivity of
the vortex flow studied here, and the difficulties of obtaining quantitative
information.
Other quantities concerning the three-dimensional instability, in particu-
lar certain length scales related to the mode structure, were obtained from
visualisations or DPIV measurements. The error estimates given below for
these quantities reflect the precision with which they could be read off the
images, using, where possible, averages over several wavelengths of the in-
stability.
5.3 Short-wavelength three-dimensional instability
of the vortex pair.
For high Reynolds numbers (Re > 2000), we discovered a three-dimen-
sional instability of the vortices, which had never been observed on a co-
rotating vortex pair. In this section, we are going to describe the shape of
this instability and give some quantitative characteristics of its structure,
based on different visualizations.
The instability has first been observed in a natural way, without excita-
tion of a specific perturbation. The vortex pair is initially laminar and two-
dimensional. After approximately one rotation period, it becomes unstable,
leading to a rapid change in the nature of the flow: the vortex centerlines
undulate and the flow becomes highly three-dimensional. Figure 5.8 shows
the wavy deformations of the vortices, which appear in about half a rotation
period. The wavelength is relatively regular, slightly larger than the vortex
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Fig. 5.9 – Orthogonal side views of the three-dimensional instability in a co-rotating
vortex pair, for Re ≈ 3000 and a wavelength λ = 3.5 cm. The vortices are in a plane
oriented at −45◦ (a) and +45◦ (b) with respect to the paper. The perturbation is or-
thogonal to the plane of the paper and contained in the plane of the paper, respectively.
core size, and the perturbations of the two vortices seem to be in phase.
Although the instability has been first observed without excitation, it
was more effective to excite a specific wavelength, so as to freeze the phase
of the instability and make the flow reproducible. Moreover, the shape of the
instability is then more visible since the perturbation is clearer. Figure 5.9(b)
shows the shape of the instability at t∗ ≈ 1, where the two vortex centerlines
are in the plane of the image. It is clearly visible that the two vortex cen-
terlines undulate in phase. The perturbations are thus antisymmetric with
respect to the middle between the vortices. This symmetry has been obser-
ved in a wide range of the parameters, and is independent of the symmetry
of the excitation. Figure 5.9(a) shows the pair earlier (for t∗ ≈ 1.25), when
the plane of the perturbation is perpendicular to the image. The waviness
exists (as indicated by simultaneous cross-cut visualisations), but it is not
visible since it is perpendicular to the image. It proves that the centerlines
effectively undulate on a plane and that they are not located on a spiral.
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(a) (b)
Fig. 5.10 – Cross-cut visualization of the three-dimensional instability, for a Re ≈ 3000
and λ = 3.5 cm. (a) t∗ ≈ 1; (b) t∗ ≈ 1.5.
Figure 5.9(b) shows that the instability has a complex radial structure.
Around the centerline, there is an invariant stream tube of diameter dinv,
which remains cylindrical. Inside this tube the dribbles of dye are displaced
in one direction, whereas they are displaced in the opposite direction outside
this tube. Measuring the diameter of this tube gives an average ratio of the
diameter dinv and the wavelength λ:
λ/dinv = 2.3± 0.2 (5.6)
This value of the diameter of the invariant tube is slightly larger than
what was found by Leweke & Williamson on a counter-rotating vortex pair
(λ/dinv = 2.0± 0.2).
By taking into account this complex radial structure, the antisymmetry
of the perturbation can now be explained by a matching condition between
the velocities of the two perturbation at the middle between the vortices, as
done by Leweke & Williamson (1998).
Figure 5.10 shows cross-cut views of the instability at a maximum of the
centerlines deformation. The instability breaks the initial symmetry of the
pair, visible on figure 5.10a. The two vortex centers are displaced toward
the left and the top of the image. This creates a sharp red tip at the inner
side of the pair, and a smaller green tip at the outer side of the pair.
As described in section 5.4.4, we were able to measure the angle ϕ(t)
between the plane containing the perturbation and the plane joining the
two vortices. It is fairly constant around
ϕ = −50◦ ± 5◦ (5.7)
showing that the perturbation is stationnery in the rotating frame of refe-
rence. It can be noticed that the orientation ϕ of the plane is negative, if
the pair rotates in the counter-clockwise way, i.e. when the circulations are
taken positive.
To conclude, the structure of this instability is very well described by
the schematic of figure 5.11 with angles ϕ1 = ϕ2 = −50◦, plus an invariant
tube of diameter defined by Eq. (5.6).







Fig. 5.11 – Schematic of the three-dimensional structure of the instability.
Fig. 5.12 – Side view visualisation of a symmetric perturbation of the vortices, possibly
involving the second mode of the elliptic instability. Re = 3600 ; λ/a = 3.4 ; a/b = 0.22.
In most cases, the perturbation was antisymmetric. However, for a very
narrow band of the parameters, a symmetric perturbation of the vortices
was observed (independant of the symmetric or antisymmetric initial exci-
tation). This structure of the elliptic instability is shown on figure 5.12. It
appeared for a/b = 0.22 and for a non-dimensionalized wavelength λ/a equal
to 3.4, at a Reynolds number of 3600. We will come back on this symmetric
perturbation in section 5.4.5, which is not representative of the instability
that was usually observed.
5.4 Elliptic instability of vortices in a rotating strain
In this section, we demonstrate that the instability observed on the co-
rotating vortex pair is a consequence of an elliptic instability of each vortex.
We then compare the theoretical predictions of growth rate and wavelength
with their experimental measurements.
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5.4.1 Theoretical background
By considering the velocity gradient of a vortex, one can deduce that the
velocity field induced by one vortex on the opposite is a potential stagnation-
point flow with a strain equal to:
εext = Γ/2pib2 (5.8)
The stretching axes of the stagnation-point are oriented in the−45◦ direction
compared to the line joining the two vortices. We have seen in section 5.2.2
that the vortex pair rotate at the angular velocity Ω defined by Eq. (5.4).
Each vortex is thus located in a stagnation-point flow εext, whose axes rotate
at the angular velocity Ω. Le Dize`s (2000a) showed that a Gaussian vortex
in a rotating external stagnation-point flow has a stretching rate εint at the
center of the vortex which depends on the rotation frequency of the external
strain. A fit of the ratio of the inner and outer strain is given by Le Dizes
& Laporte (2001) and can be simplified in our symmetric case as:
εint/εext = 1.5 + 0.038
(
0.16− (a/b)2)−9/5 (5.9)
The flow at the center of each vortex is thus a superposition of solid-body
rotation at angular velocity µ = Γ/pia2 and a strain εint rotating at angular
frequency Ω. The analysis will now be done in the frame of reference rotating
at Ω, i.e. with the axes of the external strain. In this rotating frame the two-
dimensional flow U at the center of each vortex is equal to:
U =





Here, µ˜ = µ − Ω is the angular velocity at the center of the vortex in the
rotating frame. This flow is an exact solution of the Navier-Stokes equation,
and its streamlines are ellipses with aspect ratio E = [(µ˜+ εint)(µ˜− εint)]1/2.
We thus have to study the instabilities of such a flow in a rotating frame
at the angular frequency Ω. Waleffe (1990) found time-growing disturbances
that are localized near the axis of rotation, by combining several unstable
perturbations given by Baily (1986). For vanishing strain, these solutions











eσt [3J0(k tan ξ r)− J2(k tan ξ r)] cos(kz) cos(θ + pi4 ) (5.12)




These solutions depend on two parameters : the axial wave vector k and the
angle ξ between the wave vector of the inertial waves used by Baily (1986)
and the axis of rotation. Ji are Bessel functions of the first kind, C is a
constant and σ is the growth rate of the perturbation. These formulas have
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been given by Waleffe (1990) for ξ = 60◦, and have been generalized here
for ξ 6= 60◦. The vertical component of the vorticity is given by:
ω = −2CkeσtJ1(k tan ξ r) cos(kz) cos(θ + pi4 ) (5.14)
These solutions are unstable for a particular band of angles ξ, depending on
the inner strain εint and on the angular velocity Ω of the frame. The growth






ε2int − (µ− Ω− 2µ cos ξ)2 (5.15)
In this equation, µ is the angular velocity at the centre of the vortex. The












Landman & Saffman (1987) showed that viscous effects could be easily taken
into account by adding a viscous term −ν(k/ cos ξ)2. Introducing the values
of Ω and εint given in (5.4) and (5.9) leads to a global formula for the growth
rate non-dimensionalised by the rotation period tc, as function of the angle






























In this equation, it seems that ξ and k can be varied independently. In
fact, boundary conditions impose a relation between them. The local theory
described here cannot give such a relation since it does not take into account
the profile of vorticity of the vortices. The problem was solved very recently
by Le Dize`s and Laporte (2001a), and their results could converge thanks
to the experimental results given in this paper. By making a link between
the structure of the Kelvin waves at the center of a Gaussian vortex and the
structure of the perturbation given by Waleffe in (5.11–5.13), they found an







Introducing this condition in (5.17) leads to a prediction of the non-dimen-
sionalised growth rate σ∗ as function of the non-dimensionalised wave vector
ka. The growth rate only depends on the Reynolds number and on the
non-dimensionalised core size a/b. This prediction will be compared to our
experimental results in the next sections.
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Fig. 5.13 – Axial vorticity contours of the unstable pair, in a plane located at a
maximum of the vortex centre displacement. (a) Total flow, (b) perturbation. The
bold lines represent the tubes where the vorticity of the perturbation vanishes. Da-
shed contours represent negative vorticity; difference between two vorticity contours is
0.4 s−1. Re = 3350,λ = 3.5 cm.
5.4.2 Spatial structure
Leweke & Williamson (1998) showed that the perturbation (5.11–5.13)
found by Waleffe (with ξ = 60◦) added to the flow of a vortex implies a
sinusoidal perturbation of the vortex centerline, in a plane oriented at −45◦.
It is exactly what has been observed and described in section 5.3, except
that the angle was approximately equal to −50◦. Some numerical simulations
measuring the evolution of dye in the time-growing perturbation (5.11–5.13)
showed that this difference is only an effect of the visualization process, as
mentioned in section 5.4.4.
We now explain the presence of the invariant stream tube mentioned in
section 5.3. Due to the form of the Bessel functions, the radial component
of the velocity ur vanishes for k tan ξ r = 2.7346. It indicates that the
fluid and the dye are not displaced radially on a circle of diameter dinv =
2 ∗ 2.7346/k tan ξ. Assuming that we always observe the perturbation with
a maximal growth rate, the angle ξ is given by Eq. (5.16) which leads for
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Fig. 5.14 – (a) Theoretical prediction of the axial vorticity found for the elliptic
mode defined by (5.14). (b) Superposition of this mode with a Gaussian vortex, whose
core size equals: a = λ/4. The perturbation amplitude C equals half the maximum
of the vorticity of the Gaussian vortex. The bold line represents the circle where the
perturbation vorticity vanishes.






It is slightly larger than in the absence of rotation (ξ = 60◦), in which
case it is equal to 1.9898. This result is in very good agreement with the
experimental value given in Eq. (5.6), and explains why the experimental
values tend to increase with the presence of rotation.
Figure 5.13(a) shows the global vorticity field in the presence of the
instability. It can be observed that the maximum of vorticity of the two
vortices are displaced in the −45◦ direction. To compare the theoretical
perturbation of vorticity to the experimental results, we need to isolate the
perturbation from the global vorticity field created by the two vortices. It can
be noticed that the perturbation is antisymmetric with respect to the middle
point, since the two perturbations are in phase, whereas the vorticity created
by the non perturbed vortices is symmetric. The antisymmetric part of the
total vorticity field of figure 5.13(a) thus corresponds to the perturbation
alone, and is shown on figure 5.13(b). For each vortex, two lobes of vorticity
with opposite sign exist inside a circle with zero vorticity, which is outlined
in bold on the figure. The lobes are oriented at −45◦ with respect to the
line joining the vortex centers. Outside each circle, the vorticity changes sign
and creates two other lobes of vorticity. There are only two pairs of lobes,
indicating that it is the first mode of the elliptic instability (linked to the
branch of the Kelvin wave with one zero in the vorticity).
Theoretically, the axial vorticity of the perturbation is given by (5.14).
The contours of the axial vorticity of the perturbation are shown in fi-
gure 5.14(a). This figure strongly looks like figure 5.13(b). The perturbation
vorticity contains two lobes L1 and L′1 of opposite vorticity inside a circle











Fig. 5.15 – Stability diagram for the first mode of the elliptic instability. Symbols
represent experimental conditions where exponential growth of the instability was ob-
served. Re = 2700: • ; Re = 3600:  ; Re = 5000: N. Lines are obtained for Re =∞
using the theoretical predictions (5.17, 5.18).
of diameter dω = 2 ∗ 3.8325/k tan ξ. Outside this circle, the vorticity has an
opposite sign, which creates two other lobes L2 and L′2. The other lobes of
vorticity found by this local theory are not representative of the flow since
this analysis is only valir for small r. When adding this perturbation to the
flow of a Gaussian vortex defined by (5.2), the resulting peak of vorticity is
displaced at −45◦ (i.e. in the stretching direction of the strain), as shown
on figure 5.14(b). It compares quite well with the experimental results of
figure 5.13(b).
Experimentally, the ratio between the wavelength λ and the diameter dω
of the circle where the vorticity vanishes can be measured as:
λ/dω = 1.85± 0.20 (5.20)
which is slightly larger than the value 1.5694 found theoretically for a/b =
0.2. The difference might come from the fact that this local theory is only
valid at the center of the vortices. The structure of the perturbation might
be slightly different for larger radius r, where we calculate the diameter of
the tube.
5.4.3 Wavelength
By varying the wavelength of the excitation and the Reynolds number,
we have observed the instability at different values of the ratio a/b and
the non-dimensionalised wavelength λ/a. Figure 5.15 shows the stability
diagram obtained from these experiments. Each symbol corresponds to an
experiment where the amplitude of the perturbation (measured as explained
in section 5.4.4) grows exponentially.







Fig. 5.16 – Close-up view of the three-dimensional instability appearing on one vortex
for Re ≈ 3000 and λ = 3.5 cm. The invariant stream tube has a diameter dinv. Cross




Fig. 5.17 – Simultaneous visualisation of the two sections B-B and C-C of Figure 5.16,
for Re = 3600 and λ = 3cm. Each vortex shows two centres (corresponding to the two
images in sections B-B and C-C), separated by twice the amplitude A of the waviness.
It can be observed that the band of instability becomes very large when
a/b grows. It comes from the fact that the inner strain εint get very large (see
Eq. 5.9) in the presence of strong rotation. This is why the band of unstable
wavelength is much larger than in the typical elliptic instability without
rotation. It can be mentioned that this result greatly helped the theoretical
prediction given in section 5.4.1 to converge. The theoretical prediction is
plotted for the inviscid case. It is in good agreement with the experimental
results, even if the experiments seem slightly more unstable, especially at
Re = 3600. This might be due to the fact that the profiles of vorticity are
not exactly Gaussian (see figure 5.4a), and the effective core size might be
slightly larger, which would translate the experimental results to the left and
to the top, i.e. in the good direction. When a/b tends to zero, the unstable
band ∆λ get narrower, and is centered around ka = 2.26, as in the absence
of rotation (see Eloy & Le Dize`s 1999).
For finite Reynolds numbers, the unstable domain found theoretically
(which is not drawn here) only appears for high ratios a/b, above a critical
ratio (a/b)c. It introduces a cut-off of the instability at small a/b. This
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Fig. 5.18 – (a) Amplitude of the vortex centre line perturbation for Re = 3600 and
a/b = 0.2, which represents the average value in the shaded time interval. The fit gives
growth rates of σ∗ = 4.8 for the first vortex (◦) and σ∗5.5 for the second (M). (b)
Angle ϕ defined in Figure 5.17, between the line joining the two vortices and the plane
of the perturbation.
cut-off ratio decreases with the Reynolds number, and vanishes for infinite
Reynolds numbers. It is in agreement with the experimental observation that
the instability appears at smaller and smaller a/b, for increasing Reynolds
numbers (see figure5.15).
5.4.4 Growth rate
As illustrated in figure 5.16, we have illuminated the flow with two sec-
tions (B-B) and (C-C), separated from half a wavelength simultaneously. It
gives pictures such as in figure 5.17, where each vortex has two images, cor-
responding to each section. Since the sections (B-B) and (C-C) are located
at the minimum and maximum of the centerline perturbation, it is possible
to measure the amplitude A(t) of the waviness of the dye and the angle
ϕ(t) of the plane containing the perturbation. These results are shown in
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Fig. 5.19 – Growth rate of the instability obtained for different Reynolds numbers. The
black squares () represent experiments without visible evidence of an instability. The
line corresponds to the theoretical prediction obtained using (5.17, 5.18) with λ/a = 4
and a/b = 0.21, which is representative for the experimental conditions of this series.
figure 5.18.
The angle ϕ(t) is fairly constant, when the amplitude is large enough
for the perturbation to be well measured, with a mean value of −50◦. This
small difference with the theoretical prediction of ϕ = −45◦ can be explained
by numerical simulation of dye in the time growing perturbation given by
Eqs. (5.11–5.13).
The amplitude A(t) is measurable only when it is large enough, so that
the two images of each vortex (see figure 5.17) can be distinguished. The
evolution of A(t) is shown on figure 5.18(a) and proves that it grows ex-
ponentially during a period of 1—2 seconds. A least-square fit gives the
growth rate of A(t), which is equal to the growth rate of the mode of the
instability (the equivalence is proved in section 5.2.3). Figure 5.19 shows the
growth rate as function of the Reynolds number. The instability is damped
by viscous effects at low Reynolds numbers. Above a threshold found at
Re ' 1000, the growth rate rapidly increases, with the Reynolds number,
and then saturate at a value close to 5. This picture is in good qualitative
agreement with the theoretical prediction, even if the experimentla values
of the growth rate seem to be slightly larger.
We are now going to analyse the dependence of the growth rate on the
non-dimensionalised core size a/b, which can be varied by measuring the
growth rate at different times (since a/b increases with time) and at different
Reynolds numbers (since the instability appears earlier for higher Reynolds
number). Figure 5.20 shows the maximal growth rate as function of the ratio
a/b. The growth rate increases with a/b, despite the fact that the Reynolds
number used for the experiments slightly increases with a/b. This is a new
and interesting result, and is due to growth of the inner strain εint with a/b.
It is in qualitative agreement with the theoretical predictions, which again
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Fig. 5.20 – Maximum growth rate of the instability obtained experimentally at dif-
ferent ratios a/b, for Re = 5000 (N), Re = 3600 (), and Re = 2700 (•). The
lines correspond to theoretical predictions for infinite Reynolds number (solid line),
Re = 5000 (dash-dotted line), Re = 3600 (dashed line), and Re = 2700 (dotted line)
using (5.18, 5.17).
underestimate the value of the growth rate. It might be due to the fact that
merging can slightly increase the growth rates or that the vorticity profile
of the initial vortices are not exactly Gaussian, which could slightly increase
the effective core size a as mentioned in section 5.4.3.
Finally, we were able to measure the growth rate as function of the
wavelength for a/b = 0.22, which is plotted in figure 5.21. The dispersion in
the results is large, showing the difficulty of such an experimental measuring.
This result has never been given in the literature for vortices in an open
flow, even in the absence of rotation of the vortex pair. The results are in
agreement with the theoretical prediction, even if the experimental growth
rates are slightly larger.
5.4.5 Symmetric mode of the elliptic instability
We mentioned at the end of section 5.3 that a symmetric perturba-
tion of the vortices is observed in a very narrow band of the parameters at
λ/a = 3.4 and a/b = 0.22. The unstable band for the usual antisymmetric
perturbation is observed for λ/a varying between 3.5 and 7.5. For such a
high a/b, the theory predicts the existence of a second unstable band at
smaller wavelengths, corresponding to the second Kelvin wave. The symme-
tric perturbation seems to be observed for a wavelength included in both
unstable bands, which overlap for high ratios a/b. For the second band, the
radial velocity changes sign twice. Thus, if the perturbation of one vortex is
linked to the first Kelvin wave and the perturbation of the second one is lin-
ked to the second Kelvin wave, the radial velocity changes sign three times
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Fig. 5.21 – Non-dimensional growth rate as function of the wavelength, for Re = 2700
and a/b = 0.22. The solid line corresponds to the theoretical prediction of Le Dize`s &
Laporte (2001).
on the line joining the vortices, which creates a symmetric perturbation.
However, the growth rate was measured to be extremely high:
σ∗ = 8.5± 1.5 (5.21)
whereas a theoretical prediction made using (5.17, 5.18) gives a maximum
value of 4.48 (resp. 1.86) for the growth rate using the first (resp. second)
mode at a/b = 0.22. For the second band, equation (5.18) has different
constants as mentioned by Le Dize`s et al. (2001a). The discrepancy could
come from the effect of the merging, which can highly increase the growth
rate.
5.5 Late stages and merging
In the two previous sections, we have described in detail the characte-
ristics of the instability in its initial linear stage, for which comparison with
theoretical predictions concerning elliptic instability of a single vortex in a
rotating strain were possible. In the following, we focus on the later stages of
the flow, which are specific to the co-rotating vortex pair, and in particular
the effect of the three-dimensional instability on vortex merging.
5.5.1 Onset of merging
When the amplitude of the instability mode gets sufficiently large. In
the presence of instability, the beginning of merging, i.e. the start of the
decrease of the separation distance b, seems to depend on this instability
132 5. Instabilite´ tridimensionnelle
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Fig. 5.22 – Cross-cut view of the turbulent final vortex. (a) Dye visualisation for
Re ≈ 3000 and λ = 3.5 cm. (b) Vorticity contours at t∗ = 1.6, for Re = 3600 and
λ = 4.5 cm.
amplitude rather than the relative core size a/b. Indeed, it has been obser-
ved in this study for a/b as small as 0.19, whereas Meunier et al. (2001b)
found that merging initiates only when a/b reaches the critical value of 0.24
in the absence of a three-dimensional instability (see figure 5.26). This dif-
ferent behaviour can be explained by the fact that, in the presence of the
instability, some vorticity is shifted radially away from its initial vortex by
the perturbation (see figure 5.13a). It is possible that this vorticity crosses
the streamline separating the vortex from the outer flow, in which case it
is carried away into filaments, which are ejected from the vortex pair. Such
filaments, which are well known in the two-dimensional case, are visible at
the end of the merging stage in figure 5.22(b). For the conservation of the
angular momentum of vorticity, the two vortices need to get closer when the
filaments are ejected, and merging begins. This is why the creation of these
filaments by the instability leads to an earlier merging.
5.5.2 A transient turbulent state
During and immediately after the merging process, the vorticity field,
shown in figure 5.22(b), has a very chaotic structure. This almost turbu-
lent behaviour, involving small-scale structures, is even more visible in the
cross-cut dye visualisations in figure 5.22(a) and in a sideview in figure 5.23.
In these visualisations, the dye filaments have been stretched and bent in a
disorganized way. Moreover, they seem to have smaller radii than the pri-
mary vortices. Indeed, the vorticity field of figure 5.22(b) contains 5 separate
vortices of small size, embedded in a large area of disorganized vorticity.
These small structures seem to be the signature of secondary vortices,
which have been stretched by the primary vortices. Indeed, when a thin
vorticity tube gets near the hyperbolic stagnation point between the two
vortices, it can be stretched significantly, so that its radius decreases and its
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Fig. 5.23 – Side view visualization of the turbulent final vortex, after merging of the
two vortices in the presence of the elliptic instability. Re ≈ 2000.
length and vorticity level increase. It is then advected by the global flow and
tends to roll up around the vortex pair. Such secondary vortices are very
well visible in figure 5.24, where the dye tubes are the signature of these
transverse secondary structures.
Fig. 5.24 – Close-up view of the secondary vortices, which are stretched around the
final vortex. Re ≈ 3000 and λ = 3.5 cm.
5.5.3 Relaminarisation of the final vortex
Once the merging is finished, the final vortex reorganises into a more
symmetric structure, as shown in figure 5.25. The dye and vorticity struc-
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Fig. 5.25 – Cross-cut view of the final vortex after relaminarisation, in the case of
merging with the elliptic instability. (a) Dye visualisation for Re ≈ 3000 and λ = 3.5 cm.
(b) Vorticity contours at t∗ = 2.2, for Re = 3600 and λ = 4.5 cm.
tures are stretched and roll up around the final vortex due to the differential
rotation of the global flow. This leads to an axisymmetrization of the final
vortex, as described by Melander & McWilliams (1987). In the vortex centre,
the flow is almost in solid body rotation, and it takes a longer time for the
axisymmetrization process to be effective. When the vorticity filaments are
close enough, the diffusion process smoothes the vorticity distribution into
an axisymmetric distribution. It takes longer for the dye pattern to be smoo-
thed since the diffusivity of the dyes is orders of magnitude lower than the
kinematic viscosity of the fluid.
As for two-dimensional flow, the profile of vorticity of the final vortex is
not Gaussian, but it is still possible to define a core size, using the procedure
described in section 5.2.2, by measuring the radius at which the azimuthal
averaged velocity is maximum. The evolution of the square of the core size
is shown in figure 5.26, as function of the viscous time, and compared to
the case of merging without instability. In the latter situation, merging set
in at a/b ≈ 0.24, and the area of the final vortex is about twice as large
as the one of each initial vortex. In the presence of instability, figure 5.26
clearly shows that merging starts earlier, i.e. for lower a/b, and that the core
area more than triples during this process. The net result, as far as these
measurements show, and if one assumes that the relaminarised vortex area
evolves similar to the one of a Gaussian vortex (equation 5.3), is that the
final vortex appears to be larger than it would have been without instability.
Due to the disturbances induced by end effects in our experimental set-up,
the evolution of the flow could not be followed long enough to obtain more















Fig. 5.26 – Evolution of the square of the non-dimensional core radius a/b, as function
of the non-dimensional viscous time. In the presence of the instability (filled symbols),
merging appears earlier than in the absence of the instability (white symbols). •: Re =
1506 ; ◦: Re = 3350 and λ = 3.5 cm ; : Re = 5000 and λ = 2.3 cm ; M: Re = 5000
and λ = 2.7 cm.
5.6 Conclusion
In this paper, we have presented experimental results concerning the
short-wavelength elliptic instability of a pair of co-rotating vortices. This
three-dimensional instability is here observed for the first time in such a
flow, which is characterised by the fact that each vortex experiences a time-
dependent rotating external strain. Extensive dye visualizations and measu-
rements using particle image velocimetry allowed us to obtain precise infor-
mation about the structure and quantitative features of the instability.
The instability consists of three-dimensional internal deformations of the
vortex cores, involving a growing waviness of the vortex centre lines and
the existence of an invariant streamtube in each core. The perturbation
mode is found to be stationary in the frame of reference of the rotating pair
and, except for a very narrow range of wavelengths, is antisymmetric with
respect to the cental point of symmetry of the initial pair. These features
are very similar to the ones of the short-wave instability found by Leweke
& Williamson (1998) in a counter-rotating vortex pair. As in their case,
the mode structure identifies the instability as an elliptic instability of the
vortex cores, which is a general mechanism in strained vortical flows, and
the symmetry properties can be understood from the matching condition
between the perturbations of the two vortices.
The fact that the strain rotates in the present configuration, has some
interesting effects on the quantitative instability characteristics. First, the
instability occurs for larger wavelengths as for the non-rotating case, which is
confirmed by our measurements. Second, the growth rates are higher, which
can be understood by an increased internal strain rate at the vortex centre,
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due to a modified adaptation of the flow to the rotating external strain. The
most striking feature, however, is the dramatic increase of the width of the
unstable wavelength interval with increasing rescaled core size a/b, which
characterises the effect of the rotation of the pair, as revealed for the first
time by the present measurements.
The experimental stability diagram as function of wavelength and core
size, as well as different measurements of the instability wavelength, as func-
tion of Reynolds number, core size, and wavelength, were compared to recent
theoretical predictions by Le Dize`s & Laporte (2001), based on the analysis
of a single vortex in a rotating strain. The overall agreement was found to
be very good.
The fact that the unstable bands of the elliptic instability widen conside-
rably with increasing rotation, results in the overlapping of different bands,
associated with different types of bending modes. This may be related to
the observation of a symmetric three-dimensional perturbation for certain
parameters. In fact, this mode appeared at the inferior limit of the unstable
wavelength interval of the principal mode, at a location, where, in the case of
overlapping bands, the second radial mode could also have a positive growth
rate. The presence of this second mode in one vortex and the principal one
in the other would lead again to a kinematic matching of the perturbations
between the vortices, whereas the centre lines would be deformed symmetri-
cally. This is the first time that evidence of the second radial mode of elliptic
instability has been detected experimentally in a freely developing strained
vortex.
In the late stages of the flow, the perturbations induced by the insta-
bility, combined with the specific flow field of the co-rotating vortex pair,
lead to the periodic generation and ejection of vorticity filaments. This,
in turn, makes the primary cores approach each other, thus initiating the
merging process. Due to the strong three-dimensional perturbations, this
‘unstable’ merging leads to a sudden breakdown of the organised structure
into small-scale turbulent motion. Visualisations have shown how secondary
transverse vortices are generated in this process, which subsequently are
wrapped around the outer part of the merging vortex. Measurements reveal
that the merging process begins earlier, i.e. for smaller core sizes than for the
well-known case of two-dimensional flow, and that the final vortex, which
in our low-Reynolds number flow rapidly relaminarises, appears to have a
larger radius than for stable merging.
The authors wish to thank S. Le Dize`s for many helpful discussions
during the course of this study. This work was supported by the European
Commission under Contract no. GRD1-1999-10332 (C-Wake).
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6. DIFFUSION D’UN SCALAIRE DANS
UNE PAIRE DE TOURBILLONS
Re´sume´
Dans ce chapitre, nous analysons l’e´volution d’une tache de colorant
intialement place´e dans un vortex de la paire. Nous construisons un mode`le
the´orique qui analyse le colorant comme un scalaire passif soumis a` l’e´ti-
rement d’un vortex ponctuel et a` de la diffusion. Pour les temps supe´rieurs
au temps de me´lange, la concentration maximale du colorant de´croˆıt comme
t−3/2, ce qui est caracte´ristique de l’hyperdiffusion en pre´sence d’un e´ti-
rement. Le mode`le est en accord qualitatif avec les re´sultats expe´rimentaux,
mais pre´voit une de´croissance le´ge`rement trop forte des concentrations. Cela
s’explique par le fait que le vortex expe´rimental n’est pas ponctuel mais
Gaussien, et que l’e´tirement est donc moindre que celui suppose´ the´ori-
quement.
Nous de´duisons de ce mode`le la densite´ de probabilite´ (PDF) de concen-
tration du colorant en fonction du temps. Curieusement, la forme de cette
PDF ne varie pas au cours du temps, bien que la concentration en chaque
point du vortex chute fortement. Cette de´croissance de la concentration
entraˆıne simplement une coupure de plus en plus importante de la PDF
aux concentrations e´leve´es. L’accord avec les re´sultats expe´rimentaux est
excellent aux temps courts, et reste partiel aux temps longs.
Enfin, nous analysons l’e´volution de ces PDF au cours de la fusion. Dans
le cas de la fusion laminaire sans instabilite´ tridimensionnelle, les PDF ne
changent pas de manie`re visible. Par contre, lors de la fusion en pre´sence
d’une instabilite´ tridimensionnelle, les concentrations de colorant sont for-
tement diminue´es d’un facteur proche de 0.6. De plus, il semble que la PDF
se convolue avec elle-meˆme lors de la fusion turbulente, ce qui traduit le
me´lange de la tache de colorant avec elle-meˆme, lie´e a` une interpe´ne´tration
des filets de colorant.
Nous allons e´tudier l’e´volution d’une tache de colorant dans le champ
de vitesse de la paire de vortex. Le colorant repre´sente un scalaire passif,
advecte´ et e´tire´ par le vortex, qui est aussi soumis a` de la diffusion. Ranz
(1979) puis Marble (1988) et Villermaux & Rehab (2000) ont montre´ que la
138 6. Diffusion d’un scalaire dans une paire de tourbillons
Fig. 6.1 – Exemple de visualisation de l’enroulement du colorant dans un vortex juste
apre`s sa formation. L’image a pour dimensions 16× 10 cm2 et est prise a` t = 1 s pour
un vortex de circulation Γ = 45 cm2 s−1.
pre´sence d’un e´tirement du colorant me`ne a` de l’hyperdiffusion. Cela a e´te´
ve´rifie´ dans le cas d’un vortex par Flohr & Vassilicos (1997), qui calculent ex-
plicitement la de´croissance de la variance du scalaire aux temps courts. Nous
voulons maintenant e´valuer la concentration du scalaire par des me´thodes
statistiques, afin de pouvoir suivre l’e´volution du scalaire au cours de la fu-
sion en pre´sence ou en l’absence de l’instabilite´. Nous allons donc calculer
les densite´s de probabilite´ (PDF) de la concentration du colorant.
6.1 Enroulement d’une tache de colorant dans un vortex
La figure 6.1 montre l’e´volution d’une tache de colorant, place´e dans
le champ de vitesse d’un vortex. Elle s’enroule rapidement en une spirale
autour du centre du vortex, a` cause de la vitesse azimutale du tourbillon.
Le colorant proche du centre est une bande plus e´troite et moins lumineuse
que loin du centre. Cela tend a` dire que le colorant diffuse plus rapidement
au centre qu’a` l’exte´rieur. Il faut donc regarder pre´cise´ment comment le
colorant diffuse en fonction du rayon. Il est a` noter que la re´solution de
l’image est suffisante, car la spirale est assez large (au moins 4 pixels) pour
que sa luminosite´ soit correctement mesure´e.
Nous avons vu au chapitre 2 comment relier la luminsoite´ de l’image a`
la concentration en colorant au moyen de la formule (2.16).
6.2 Diffusion acce´le´re´e du colorant
D’une manie`re ge´ne´rale, nous allons calculer l’e´volution d’une tache de
colorant de diame`tre s0, place´e dans le champ de vitesse d’un vortex ponctuel
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Le calcul est aise´ment ge´ne´ralisable a` un champ de vitesse proportionnel a`
r−α, mais nous n’avons conside´re´ que le cas α = 1 car il est repre´sentatif
de notre cas expe´rimental. De plus, le re´sultat final de´pend tre`s peu de la
valeur de α. La concentration du colorant est soumise a` de la diffusion,
parame´tre´e par un coefficient de diffusivite´ κ, qui vaut 5.10−5 cm2 s−1 pour
la Fluoresce´ine dans l’eau.
Chaque point de la tache, situe´ a` une distance r du centre du vortex,










Conside´rons la tranche d’e´paisseur dr, situe´e a` une distance r du centre du
vortex, qui est repre´sente´e en gris dans la figure 6.2(a). Cette bande est










On appele s(t) l’e´paisseur de striation de la bande, qui repre´sente l’e´paisseur
de la bande de colorant en l’absence de diffusion. L’aire de la surface grise´e de
la figure 6.2 est exactement e´gale a` dl(t)s(t). Cette aire est conserve´e au cours
du temps dans un e´coulement bidimensionnel incompressible, puisqu’elle
correspond a` l’aire de l’e´le´ment de fluide. On obtient donc la valeur de






1 + Γ 2t2
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(6.4)
L’e´paisseur de striation s(t) de´croit tre`s vite avec le temps. Les phe´nome`nes
diffusifs sont alors acce´le´re´s car ils agissent plus vite sur des e´chelles spatiales
petites. En pre´sence de diffusion, le colorant s’e´tale donc sur une e´paisseur
plus large que s(t). Nous allons maintenant calculer exactement le champ
de concentration du colorant en pre´sence de diffusion.
Localement, le champ de vitesse est un champ de compression perpen-
diculaire a` la bande de colorant. Il est pratique d’introduire un nouveau
re´fe´rentiel (O,X, Y ) dont l’axe (OX) est aligne´ avec la bande de colorant
(voir figure 6.2b). Dans ce re´fe´rentiel, le champ de vitesse s’e´crit :

































Fig. 6.2 – Sche´ma explicatif de l’e´tirement d’une tache de colorant par un vortex
ponctuel. (a) Forme de la tache a` l’instant initial. (b) Epaisseur de la spirale a` un
instant t ulte´rieur.
La concentration c varie peu le long de la spirale. Les gradients suivant X
sont donc ne´gligeables devant les gradients suivant Y . L’e´quation (6.6) se














Les conditions initiales sont tre`s simples, puisqu’a` t = 0 l’axe (OY ) est
horizontal sur la figure 6.2(a). Le colorant est compris dans une bande de
largeur s0. La concentration c vaut donc c0 si |Y | < s0/2 et vaut 0 si |Y | >
s0/2. L’e´quation (6.7) peut eˆtre re´solue tre`s simplement (Ranz 1979, Marble








Cela veut dire que les distances sont renormalise´es par l’e´paisseur de striation
s, et que les temps sont renormalise´s par le temps visqueux κ/s2. Le nouveau








Tre`s rapidement, t est suffisamment grand (t >> r2/Γ ) pour que le premier
terme soit ne´gligeable : pour Γ = 45 cm2 s−1 et r = 0.5 cm, c’est le cas de`s
que t >> 5µs. Le nouveau temps varie alors comme t3, ce qui fait apparaˆıtre
de l’hyperdiffusion puisque la diffusion agit sur une e´chelle de temps τ , qui
augmente beaucoup plus vite que le temps t.
Dans ces nouvelles variables, l’e´quation d’e´volution de la concentration
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Les conditions initiales a` τ = 0 sont :{
c = c0 pour |ξ| < 1/2
c = 0 pour |ξ| > 1/2 (6.11)




















La concentration maximale cM est obtenue en ξ = 0, c’est-a`-dire au centre
de la bande de colorant :








Aux temps courts, la concentration maximale est constante, e´gale a` c0. De`s
que 4
√
τ est supe´rieur a` 1, elle de´croˆıt comme 1/
√
τ , ce qui est repre´sentatif
de la diffusion normale dans cette e´chelle de temps. Dans les anciennes va-
riables (t,r), la concentration maximale s’e´crit :









Aux temps courts, la concentration maximale est e´gale a` c0. Ensuite, elle













En de´finissant le nombre de Pe´clet par la circulation du vortex (Pe = Γ/κ),
ce temps de me´lange varie comme Pe1/3, ce qui est caracte´ristique des
phe´nome`nes de diffusion-e´tirement (voir Rhines & Young 1983).
La concentration maximale est trace´e a` un instant donne´ en fonction du
rayon dans la figure 6.3. Pour comparer la pre´diction the´orique aux valeurs
expe´rimentales, nous avons pris une circulation Γ du vortex donne´e par la
valeur expe´rimentale (45 cm2 s−1). La figure est trace´e a` un temps court
(t = 1 s) pour lequel la diffusion n’a pas encore agi sur toute la spirale. La
diffusivite´ est prise e´gale a` κ = 5.10−5 cm2 s−1.
Pour les rayons e´leve´s, l’e´tirement reste faible et le temps τ est donc
faible, ce qui entraˆıne que la concentration reste e´gale a` c0. Cet effet est bien
visible sur la photo de la figure 6.1, ou` la diffusion n’a pas encore eu lieu aux
larges rayons. Par contre, aux faibles rayons, l’e´tirement est tre`s fort et le
temps τ est alors grand. La concentration maximale tend ainsi vers 0. Il y a
un bon accord qualitatif entre la forme de cM (r) the´orique et expe´rimentale.
Malheureusement, il faudrait prendre t = 0.75 s dans la formule the´orique
pour que l’accord entre la the´orie et l’expe´rience soit parfait. Cela vient du
fait que le vortex n’est pas exactement ponctuel, mais que la vorticite´ a eu le
temps de diffuser en une distribution proche d’une Gaussienne. Le cœur est
alors en rotation solide et l’e´tirement devient nul au cœur. Cela implique que
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Fig. 6.3 – Concentration maximale obtenue sur la spirale, a` diffe´rents rayons. Les
re´sultats expe´rimentaux (◦) sont obtenus a` t = 1 s sur l’image de la figure 6.1. La
pre´diction the´orique, issue de (6.14), est obtenue pour un vortex de circulation identique
(Γ = 45 cm2 s−1) a` t = 1 s (trait continu) et a` t = 0.75 s (trait discontinu).
la diffusion du colorant est ralentie au cœur du vortex, et il est normal que la
the´orie surestime la de´croissance de cM . En fait, il est tre`s facile de calculer la
concentration d’une tache de colorant dans un vortex Gaussien par le meˆme
mode`le. Malheureusement, dans ce cas il est impossible d’en de´duire la PDF
de concentration de colorant. C’est pourquoi nous nous sommes limite´s au
cas d’un vortex ponctuel, meˆme si l’accord avec les re´sultats expe´rimentaux
semble moins bon.
Dans la figure 6.4, nous avons trace´ la concentration maximale a` dif-
fe´rents instants. Les re´sultats expe´rimentaux et the´oriques indiquent que
la concentration maximale de´croˆıt fortement avec le temps, surtout aux
rayons faibles. De nouveau, il y’a un bon accord qualitatif entre la pre´diction
the´orique et les re´sultats expe´rimentaux. Cependant, comme le mode`le ne
prend pas en compte la diffusion de la vorticite´ dans le cœur du vortex,
la pre´diction the´orique pre´voit une de´croissance trop rapide d’un facteur
2 environ. Nous allons voir dans le paragraphe suivant que la valeur de la
de´croissance de cM a en fait peu d’influence sur la forme de la PDF de
concentration, bien que cela paraisse peu intuitif.
L’e´paisseur σ de la bande peut eˆtre de´finie a` partir du moment d’ordre
deux de la distribution de concentration. Elle se calcule aise´ment a` partir
de la formule (6.12). Son carre´ est donne´ par :
σ2 =
∫










Dans cette formule, τ est donne´ par l’e´quation (6.9) et s(t) est donne´ par
(6.4).
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Fig. 6.4 – Concentration maximale de la spirale obtenue (a) expe´rimentalement, et
(b) the´oriquement a` partir de (6.14) pour un vortex de circulation Γ = 45 cm2 s−1.
t = 1 s (◦), t = 2 s (M), t = 4 s (•) et t = 6 s (N).
6.3 Densite´ de probabilite´ (PDF) du champ scalaire
Nous voulons calculer la PDF de concentration du colorant sur la spirale.
Nous allons d’abord analyser l’histogramme de concentration obtenu en un
rayon r donne´. Nous supposons que les spirales ne se touchent pas, ce qui
est valable lorsque la largeur de la spirale σ est infe´rieure a` la distance entre
deux spirales 2pi dϕ/dr, c’est-a`-dire pour










On retrouve ici le re´sultat de Rhines & Young (1983), puisque Γ/κ cor-
respond au nombre de Pe´clet. Sous cette approximation, l’histogramme de
concentration est bimodal, avec deux pics de probabilite´ infinis a` c = 0 et a`
c = cM . Il est meˆme possible de montrer que l’histogramme de concentra-
144 6. Diffusion d’un scalaire dans une paire de tourbillons
tion est exactement proportionnel a` (c
√
log(c/cM ))−1 pour une distribution
Gaussienne c = cMe−ξ
2/4κt de la concentration (qui est obtenue aux temps
longs). Le premier pic de probabilite´ correspond aux niveaux de concentra-
tion tre`s faibles, obtenus loin de la spirale, c’est-a`-dire pour les ξ e´leve´s. Nous
n’allons pas tenir compte de ces niveaux de concentration car ils interfe`rent
avec l’histogramme du fond de l’image. Il est aise´ de retirer ces niveaux a` la
main sur les histogrammes expe´rimentaux en les annulant lorsqu’ils sont en
dessous d’une concentration de coupure. Nous pre´ciserons la valeur de cette
coupure ulte´rieurement.
Le deuxie`me pic de probabilite´ correspond au fait que la concentration
c(ξ) obtenue dans la formule (6.12) posse`de une de´rive´e nulle en ξ = 0. Il
y a donc un nombre infini de points qui posse`dent la concentration c(ξ =
0) = cM . Le nombre de points qui ont une concentration diffe´rente de cM (r)
est alors ne´gligeable. Cela revient a` dire que chaque e´le´ment de la spirale,
situe´ a` une distance r du centre, contribue dans l’histogramme en donnant
dN e´le´ments de surface posse´dant une concentration cM (r), avec dN pro-
portionnel a` l’aire de l’e´le´ment de spirale. La spirale ayant une largeur σ(r)
et un e´le´ment de longueur dl, le nombre de carre´s de surface A posse´dant




dr / A (6.17)
En appelant N(c) la densite´ du nombre de carre´s posse´dant une concentra-
tion c, on trouve par de´finition que :
dN = N(c) dc (6.18)











Dans cette formule, r correspond au rayon pour lequel la concentration maxi-
male cM (r) est e´gale a` la concentration c a` laquelle l’histogramme N(c) est
e´value´. Il faut donc inverser la fonction cM (r), donne´e par l’Eq. (6.14), pour
obtenir l’histogramme N(c) explicitement en fonction de c. Cela est possible
dans le cas d’un vortex ponctuel puisque la fonction cM (r) ne fait intervenir
que des puissances de r. Malheureusement, dans le cas d’un vortex Gaussien,
cM (r) contient en plus un terme e−r
2/a2 qui rend la formule non inversible.












Dans cette formule, erf−1 est l’application inverse de la fonction erreur. En
introduisant la forme de σ donne´e par (6.16) dans l’e´quation (6.19), et en
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Fig. 6.5 – PDF de concentration expe´rimentale (◦) et the´orique (ligne continue)
obtenue pour un colorant dans un vortex de circulation Γ = 45 cm2 s−1 a` t = 1 s.
utilisant le fait que s(t) dl/dr = s0, on trouve une forme explicite pour












Dans cette formule, τ est donne´ par l’e´quation (6.9) en fonction de r et
de t, et r est exprime´ en fonction de c par l’e´quation (6.20). La constante
A correspond maintenant a` une constante de normalisation. Elle peut eˆtre
calcule´e the´oriquement en calculant l’aire totale de la spirale, comprise entre








Ne´anmoins, il est plus simple de normaliser les PDF directement sur le
re´sultat de l’e´quation (6.21), ce qui revient a` de´finir la PDF par :




La figure 2.21 montre que l’histogramme du fond s’e´tale sur une dizaine
de niveaux de gris. Les bas niveaux de concentration sont donc tache´s par la
pre´sence du pic lie´ au fond. Pour retirer comple`tement ces niveaux de gris,
nous avons mis l’histogramme expe´rimental a` ze´ro de`s que la concentration
correspond a` un niveau de gris infe´rieur a` 25. En effet, le nombre de pixels du
fond posse´dant des niveaux de gris supe´rieur a` 25 est ne´gligeable. La coupure
a donc e´te´ effectue´e a` une concentration normalise´e e´gale a` 10/(I0 − 15)
ou` I0 est la luminosite´ initiale du colorant. Il faut donc rede´finir la PDF
the´orique donne´e par l’e´quation (6.23) en remplac¸ant la borne infe´rieure de
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Fig. 6.6 – PDF de concentration d’un scalaire dans un vortex ponctuel, obtenue
the´oriquement a` partir de (6.21). La circulation est prise e´gale a` Γ = 45 cm2 s−1 et les
temps sont t = 1 s (traits pointille´s), t = 2 s (ligne discontinue), t = 4 s (traits mixtes)
et t = 6 s (ligne continue). Les points noirs indiquent la concentration maximale a`
chaque instant, qui est obtenue en r2 = 0.6 cm.
l’inte´grale cM (r1)/c0 par le niveau constant 10/(I0 − 15). De cette manie`re,
nous pouvons comparer exactement les PDF expe´rimentales et the´oriques.
La figure 6.5 pre´sente les PDF de concentration normalise´es pour le vor-
tex de la figure 6.1, c’est-a`-dire pour une circulation Γ = 45 cm2 s−1 a` un
temps t = 1 s. Nous avons pris r2 = 0.6 cm pour la borne supe´rieure de
l’inte´grale dans (6.23), mais elle a peu d’influence sur les PDF. On voit qu’il
y a un tre`s bon accord entre la the´orie et l’expe´rience pour les concentra-
tions diffe´rentes de c0. Cela paraˆıt e´trange car l’accord entre la concentration
maximale cM (r) the´orique et expe´rimentale, trace´s dans la figure 6.3, sem-
blait uniquement qualitatif. La raison principale est que la forme de la PDF
est tre`s peu de´pendante du temps, comme on le verra par la suite. Cepen-
dant, la PDF expe´rimentale ne pre´sente pas un re´el pic de concentration
autour de c0, comme la PDF the´orique. En revanche, il y a beaucoup de
niveaux qui posse`dent un concentration proche de c0, ce qui montre que le
pic de probabilite´ the´orique a e´te´ e´tale´ sur les niveaux voisins. Cela se voit
tre`s bien sur la photo de la figure 6.1, ou` la spirale de colorant ne posse`de
pas une luminosite´ uniforme loin du cœur : il existe des zones plus ou moins
claires le long de la spirale, qui entrainent l’e´talement du pic dans la PDF.
Nous ne savons pas si cela vient d’une non-uniformite´ spatiale dans la tache
de colorant initiale ou d’une mauvaise qualite´ de l’objectif.
Nous allons maintenant nous inte´resser a` l’e´volution des PDF en fonction
du temps. La figure 6.6 montre les PDF de concentration a` diffe´rents ins-
tants, qui co¨ıncident avec les instants utilise´s dans la figure 6.4. Nous avions
montre´ dans cette figure que la concentration chute tre`s rapidement en fonc-
tion du temps. Il est inte´ressant de voir que la forme de la PDF ne de´pend
presque pas de cette de´croissance de la concentration. En effet, la forme
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Fig. 6.7 – Comparaison des PDF de concentration the´orique (ligne continue) et
expe´rimentale (◦) a` t = 4 s. Le point noir (resp. gris) correspond a` la concentration
maximale the´orique (resp. expe´rimentale).
reste indentique a` tout instant. Seule la concentration maximale de la PDF,
marque´e par un point noir sur la figure 6.6, diminue avec le temps. Cette
concentration maximale correspond a` la concentration cM (r2) au rayon r2 et
introduit une coupure des fortes concentrations. Aux temps courts, cM (r2)
est presque constant et la coupure a peu d’effet. Aux temps longs, cM (r2)
de´croˆıt rapidement, et la coupure devient de plus en plus importante.
Expe´rimentalement, le point de concentration maximale diminue moins
vite, car le vortex n’est pas ponctuel, mais proche d’un vortex Gaussien. Cet
effet est bien visible dans la figure 6.7 qui compare les PDF de concentration
expe´rimentale et the´orique aux temps longs, et dans laquelle la concentra-
tion maximale expe´rimentale est localise´e par un point gris. Comme explique´
pre´ce´demment, cela vient du fait que l’e´tirement est plus faible au cœur du
vortex Gaussien, et la diffusion de la spirale est alors freine´e. Cependant,
on remarque qu’il existe un de´faut dans la PDF expe´rimentale aux faibles
niveaux de concentration : la PDF n’est plus strictement de´croissante, mais
pre´sente une oscillation pour c/c0 compris entre 0.05 et 0.15. De plus, l’ac-
cord entre la courbe the´orique et expe´rimentale est moins bon, car la PDF
expe´rimentale prend une forme plus proche d’une exponentielle.
6.4 Evolution des densite´s de probabilite´ au cours de la fusion
Dans ce paragraphe, nous allons analyser comment e´voluent les PDF de
concentration de colorant au cours de la fusion en pre´sence et en l’absence
de l’instabilite´ tridimensionnelle.
Avant la fusion, les PDF de concentration de chaque vortex e´voluent tre`s
peu, car le colorant est essentiellement situe´ au cœur du vortex, a` l’endroit
ou` le fluide est presque en rotation solide. Lors de la fusion, le colorant est
advecte´ par le fluide au meˆme titre que la vorticite´ et fusionne ainsi dans le
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Fig. 6.8 – Images d’un tourbillon unique avant la fusion (a` gauche), et apre`s la
fusion (a` droite). Dans le cas laminaire sans instabilite´ tridimensionnelle (en haut),
la circulation vaut Γ = 13.5 cm2 s−1 et les images sont prises a` (a) t = 16 s et (b)
t = 22 s. Dans le cas turbulent en pre´sence de l’instabilite´ tridimensionnelle (en bas), la
circulation vaut Γ = 45 cm2 s−1 et les images sont prises a` (c) t = 8 s et (d) t = 11 s.
tourbillon final. Les figure 6.8(a,b) montrent la forme de la spirale de colorant
avant et apre`s la fusion dans le cas laminaire, c’est-a`-dire en l’absence de
l’instabilite´ tridimensionnelle. Ces re´sultats ont e´te´ obtenus pour un nombre
de Reynolds proche de 1550. La forme de la spirale a e´te´ largement modifie´e
lors de la fusion, car la spirale a perdu sa forme axisyme´trique pour occuper
uniquement la moitie´ du tourbillon final. En effet, la seconde moitie´ serait
remplie par le colorant issu de l’autre vortex s’il avait e´te´ marque´ par du
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Fig. 6.9 – Comparaison des PDF de concentration du colorant obtenues expe´rimenta-
lement au cours de la fusion. En l’absence d’instabilite´ tridimensionnelle, les PDF sont
prises avant la fusion (ligne continue) a` t = 16 s et apre`s la fusion (•) a` t = 22 s. En
pre´sence d’instabilite´, les PDF sont prises avant la fusion (ligne discontinue) a` t = 8 s
et apre`s la fusion (◦) a` t = 11 s.
colorant. Cependant, la luminosite´ ne semble pas avoir change´ beaucoup,
et les filets de colorant ne se sont pas me´lange´s. Il est toujours possible de
distinguer deux filets de colorant voisins.
Le cas de la fusion turbulente en pre´sence d’une instabilite´ tridimension-
nelle est pre´sente´ dans les figures 6.8(c,d). Ces re´sultats ont e´te´ obtenus pour
un nombre de Reynolds proche de 5000, en excitant une longueur d’onde
axiale de 2.5 cm, afin d’avoir une bonne reproductibilite´ de l’e´coulement.
Apre`s la fusion, la forme de la spirale de colorant a e´te´ grandement mo-
difie´e, et elle semble moins lumineuse qu’avant la fusion. De plus, les filets
de colorant semblent avoir e´te´ me´lange´s au cours de la fusion, car il est
difficile de distinguer deux filets de colorant voisins.
Nous allons maintenant e´tudier ces transitions de manie`re quantitative
graˆce aux PDF de concentration. La figure 6.9 montre les PDF de concen-
tration du colorant correspondant aux images de la figure 6.8. Les PDF
avant fusion sont trace´es par des lignes et semblent relativement analogues.
Elles posse`dent une pente moyenne semblable. Cela montre que l’instabi-
lite´ elliptique, qui est relativement avance´e a` cet instant (cela est visible
par une le´ge`re dissyme´trie sur la figure 6.8c), influe peu sur la valeur de
la concentration en colorant. Cela se comprend aise´ment, car l’instabilite´
ne fait que de´former le´ge`rement la forme de la spirale de colorant pour la
rendre dissyme´trique.
La PDF de concentration apre`s fusion est trace´e par les symboles (•)
pour la fusion en l’absence de l’instabilite´. Elle est proche des PDF obtenues
avant la fusion. Cela prouve que la fusion laminaire modifie tre`s peu la
concentration de la spirale, car l’e´tirement subi par la spirale est faible. La
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Fig. 6.10 – PDF de concentration du colorant obtenues expe´rimentalement au cours
de la fusion turbulente. Les PDF sont prises avant la fusion (M) a` t = 8 s et apre`s la
fusion (◦) a` t = 11 s. La ligne discontinue est obtenue en faisant une contraction des
concentrations d’un facteur α = 0.6 sur la PDF avant fusion. La ligne continue est obte-
nue par autoconvolution de la PDF avant fusion, et par contraction des concentrations
d’un facteur α = 0.37.
PDF de concentration obtenue apre`s fusion en pre´sence de l’instabilite´ est
trace´e par les symboles (◦) dans la figure 6.9. Elle est bien se´pare´e des autres
PDF, indiquant que la fusion en pre´sence de l’instabilite´ est de nature tre`s
diffe´rente. Dans ce cas, la pente de la PDF est plus raide, indiquant que
les concentrations ont e´te´ dilue´es lors de la fusion. Cela peut s’expliquer
par la pre´sence d’un fort e´tirement des filets de colorant. Cela peut eˆtre lie´
a` l’apparition des structures longitudinales, qui convertissent l’e´coulement
laminaire des vortex primaires en un mouvement tridimensionnel contenant
des petites e´chelles.
Pour tenter de retrouver la PDF de concentration apre`s fusion a` partir
de la PDF avant fusion dans le cas turbulent, nous avons rajoute´ artificielle-
ment une de´croissance des niveaux de concentration. Pour cela, nous avons
multiplie´ les concentrations par un facteur α = 0.6, et nous avons divise´
les densite´s de probabilite´ P (c) obtenues avant la fusion par α, pour garder
une PDF normalise´e. Le re´sultat est trace´ dans la figure 6.10 par une ligne
discontinue. L’accord est qualitativement correct, mais la pente reste plus
faible que celle obtenue expe´rimentalement apre`s fusion.
Pour obtenir un meilleur accord avec les re´sultats expe´rimentaux, nous
avons convolue´ la PDF avant la fusion avec elle-meˆme, puis nous avons de
nouveau rajoute´ une dissipation artificielle en contractant les concentrations
d’un facteur α = 0.37. Le re´sultat est trace´ dans la figure 6.10 par une
ligne continue et montre un accord correct avec les re´sultats expe´rimentaux.
Cette autoconvolution de la PDF traduit le fait que la tache de colorant a
commence´ a` se me´langer avec elle-meˆme. En effet, lorsque deux taches de
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colorant se me´langent, la concentration obtenue sur un pixel est issue de la
somme de la concentration des deux taches de colorant initiales. La PDF du
me´lange des deux taches de colorant correspond ainsi a` la convolution des
PDF des deux taches initiales. Dans notre cas, l’autoconvolution de la PDF
indique que la tache de colorant se me´lange avec elle-meˆme, parce que les
filets de colorant commencent a` se me´langer entre eux.
Il faut maintenant e´tudier comment les deux tourbillons se me´langent
entre eux, en marquant chaque tourbillon avec un colorant diffe´rent. De
cette manie`re, il semble possible de mesurer se´pare´ment les PDF de chaque
tache de colorant. Cette e´tude sera faite ulte´rieurement, et devrait amener
des rensiegnements pre´cieux sur l’efficacite´ du me´lange entre les deux vortex.
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7. AUTRES RE´SULTATS ET
PERSPECTIVES
Au cours de mes travaux, nous nous sommes surtout inte´resse´s a` la fusion
de deux tourbillons syme´triques, a` l’instabilite´ elliptique et a` l’e´volution d’un
scalaire dans notre e´coulement. Mais nous avons aussi e´tudie´ brie`vement
quelques phe´nome`nes physiques relie´s, qui sont pre´sente´s dans ce chapitre.
Ces re´sultats sont pre´liminaires, et des analyses extensives seront probable-
ment effectue´es ulte´rieurement.
7.1 Fusion asyme´trique
Nous avons observe´ la fusion bidimensionnelle de deux tourbillons pour
des nombres de Reynolds faibles, dans le cas de deux tourbillons non syme´-
triques. Nous avons vu dans le chapitre 4 que la taille des cœurs ne de´pend
pas de la vitesse angulaire des pales. En faisant tourner les pales a` des
vitesses diffe´rentes, on obtient ainsi deux tourbillons de meˆme taille de cœur
, et de circulations diffe´rentes. Les figures 7.1 et 7.2 pre´sentent des champs
de vorticite´ et des visualisations de la fusion de deux tourbillons pour un
rapport des circulations Γ1/Γ2 = 2. Dans ce cas, la vitesse angulaire de
rotation de la paire est donne´e par Ω = (Γ1 + Γ2)/2pib2, et le temps est
adimensionne´ par la pe´riode de rotation de la paire. Le nombre de Reynolds
est de´fini par Re = (Γ1 + Γ2)/2ν.
Pour un rapport des circulations e´gal a` 2, le vortex le plus faible se
de´stabilise le premier. Il devient elliptique, puis s’e´tire a` cause de la pre´sence
du champ d’e´tirement du vortex oppose´, et s’enroule ensuite autour du vor-
tex le plus gros. Cela correspond tout a` fait aux simulations nume´riques
faites par Dritschel & Waugh (1992) et aux observations expe´rimentales
faites par Trieling et al. (1998) dans le cas ou` un des vortex est quasi-
ponctuel.
Cependant, nous n’avons jamais observe´ toute la richesse de dynamique
pre´dite par Dritschel & Waugh (1992). En effet, l’e´tirement du vortex le
plus faible e´tait toujours totale, et nous n’avons jamais observe´ d’e´tirement
partiel. Pourtant le syste`me devrait obligatoirement traverser la zone dans
laquelle il y a de l’e´tirement partiel lorsque la taille des cœurs croˆıt a` partir
d’une valeur tre`s faible (voir la figure 1.8), si leurs re´sultats sont pertinents
pour la re´alite´. Nous pensons que les nombres de Reynolds auxquels nous
avons acce`s ne sont pas suffisamment importants pour que l’e´tirement reste
partiel, ou bien que ces phe´nome`nes partiels n’existent pas.
Dans la suite, il serait inte´ressant de de´terminer comment le crite`re de
fusion varie avec le rapport des circulations. Il serait aussi inte´ressant de
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Fig. 7.1 – Champs de vorticite´ obtenus lors de la fusion bidmensionnelle asyme´trique
entre deux tourbillons, pour un nombre de Reynolds e´gal a` 900 et un rapport des
circulations Γ1/Γ2 e´gal a` 2. (a) t
∗ = 0.3, (b) t∗ = 0.5, (c) t∗ = 0.7, (d) t∗ = 1.0.
regarder des tourbillons posse´dant des tailles de cœur diffe´rentes en cre´ant
un vortex bien avant l’autre, afin que la diffusion du premier vortex soit plus
avance´e lorsque le deuxie`me est cre´e´.




Fig. 7.2 – Visualisation au colorant de la fusion bidmensionnelle entre deux tourbillons
asyme´triques, pour un nombre de Reynolds e´gal a` 900 et un rapport des circulations e´gal
a` 2. (a) t∗ = 0.3, (b) t∗ = 0.5, (c) t∗ = 0.7, (d) t∗ = 1.0, (e) t∗ = 1.3, (f) t∗ = 1.5.
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7.2 Instabilite´ hyperbolique et structures secondaires
Nous avons vu que pour de forts nombres de Reynolds, la paire de tour-
billons est instable par rapport a` l’instabilite´ elliptique, qui est lie´e a` la
pre´sence de points elliptiques aux cœurs des tourbillons. Dans une autre
se´rie d’expe´riences, nous avons excite´ des longueurs d’onde qui ne corres-
pondent pas a` la bande instable de l’instabilite´ elliptique, et nous avons
trouve´ un autre type d’instabilite´, lie´ a` la pre´sence du point hyperbolique
central. Cela a donne´ lieu a` une publication parue dans la revue Journal of
Visualization, Vol.4, No. 2 (2001) 115, sous le titre “Secondary structures
in a corotating vortex pair”, qui est inse´re´e dans la suite du texte.
Nous pre´sentons dans cet article l’apparition de tourbillons secondaires,
perpendiculaires aux tourbillons initiaux. Ces structures secondaires sont
cre´e´es par le fort champ d’e´tirement du point hyperbolique, qui intensifie la
faible vorticite´ pre´sente en ce point. Les tourbillons ainsi cre´e´s s’enroulent
ensuite autour des tourbillons initiaux, comme dans le cas de l’instabilite´
elliptique. Cela cre´e une se´rie de tourbillons toriques de sens alterne´s, qui
sont tre`s bien visibles dans la figure 7.3.
The sequence of figure 7.3 shows the evolution of two perturbed corota-
ting vortices, generated in water using impulsively moved flat plates. The
Reynolds number based on the circulation of one vortex is approximately
3000. The vortex cores are visualized using red dye (Rhodamin B), painted
on the plate edges. In addition, a nylon thread coated with green fluorescent
dye is placed in the middle between the two vortex centers (figure 7.3a). Illu-
mination is achieved in a sheet (figure 7.3a) or in volume (figures 7.3b and
7.3c), using light from an Argon laser, and the flow is observed from the side,
i.e. perpendicular to the vortex axes (the field of view is approx. 25 cm wide
in figure 7.3b and 7.3c). The corotating vortices, which in their basic state
rotate around each other, are perturbed by adding a sinusoidal deformation
to the edge of the vortex-generating plates. This creates a periodic pertur-
bation of vorticity between the vortices, near the dyed thread, where the
basic flow exhibits a hyperbolic stagnation point. The corresponding strain
stretches the vorticity perturbation into secondary vortex pairs, which are
perpendicular to the primary vortices. At an early stage, this process leads
to the peculiar square dye patterns in figure 7.3(b). In figure 7.3(c), taken
about half a rotation period of the primary pair later, the secondary vortex
pairs are clearly visible, as they now wrap around the outside of the co-
rotating pair. The presence of the secondary structures amplifies the wavy
deformation of the primary vortex cores, which are still visible in red. At a
later stage, the two primary vortices merge into a single one, and the inter-
action with the perpendicular secondary vortices leads to a rapid breakdown
of the flow into turbulent small-scale structures.




Fig. 7.3 – Secondary strucures in a corotating vortex pair for (a) t∗ ≈ 0.2, (b) t∗ ≈ 0.5
and (c) t∗ ≈ 1.0
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Fig. 7.4 – Angle que fait le plan de la perturbation de chaque vortex avec une direction
fixe du repe`re du laboratoire. La droite correspond a` une vitesse angulaire e´gale a`
$ = 4.52 s−1. La ligne discontinue indique l’angle que fait la paire de tourbillons avec
une direction fixe.
7.3 Fre´quence des modes de Kelvin
Lorsque nous excitons une longueur d’onde axiale λ a` l’aide de bouts de
scotch colle´s sur le bord de la pale, nous avons observe´ que le tourbillon est
le´ge`rement sinuso¨ıdal au de´but de l’expe´rience. Cela ne correspond pas a` une
amplification par l’instabilite´ elliptique car la longueur d’onde excite´e ne se
trouve pas dans la bande instable pre´dite the´oriquement (voir figure 7.5).
Nous pensons que cela vient de la somme de deux modes de Kelvin de
nombres d’onde azimutaux m = ±1 que nous avons excite´s, et qui relaxent
lentement car la viscosite´ est faible. En effet, l’amplitude de cette ondulation
des vortex est faible et a tendance a` de´croitre jusqu’a` eˆtre invisible. Nous
avons suivi l’orientation ϕ des plans des ondulations, qui est trace´e dans
la figure 7.4, en illuminant les tourbillons par deux tranches lumineuses
(voir le chapitre 5). Ces mesures sont difficiles a` re´aliser car l’amplitude des
ondulations est tre`s faible. Il faut retirer les erreurs de parallaxe, qui sont
lie´es au fait que les e´chelles spatiales ne sont pas identiques dans les deux
plans de mesure. Nous avons cependant une bonne de´finition de la vitesse
angulaire $ = 4.52 s−1 ± 1%, a` laquelle tournent les plans des ondulations
(dans le re´fe´rentiel du laboratoire).
Il faudrait adimensionner cette pulsation par la vitesse angulaire µ au
cœur du vortex pour pouvoir comparer cette valeur avec la pre´diction the´ori-
que de la pulsation des ondes de Kelvin. Malheureusement, cette ondulation
a e´te´ uniquement observe´e a` des nombres de Reynolds tre`s importants pour
lesquels la PIV ne fonctionne pas aux cœurs des vortex. Il faudra donc
re´iterer ces expe´riences en utilisant des lasers Yag afin d’obtenir des champs
de vitesse corrects aux cœurs des vortex. Cependant, on peut donner une
approximation de la vitesse angulaire au cœur des vortex en supposant que la
taille des cœurs est environ e´gale a` 0.5 cm apre`s l’enroulement des nappes









Fig. 7.5 – Pulsation du premier mode de Kelvin en fonction du nombre d’onde. La
courbe en trait e´pais est tire´e de Sipp (1999), le trait mixte indiquant la partie de
la courbe ou` la dissipation est non nulle. La courbe en traits pointille´s correspond a`
l’approximation line´aire donne´e par Le Dize`s & Laporte (2001a). Le point expe´rimental
est repre´sente´ par le symbole (•). La the´orie pre´voit dans ce cas (a/b = 0.11) que
l’instabilite´ elliptique est pre´sente uniquement dans la bande grise´e.
de vorticite´. Nous avons montre´ dans le chapitre 4 que c’est une bonne
approximation juste apre`s l’enroulement des nappes. La vitesse angulaire




= 25 s−1 (7.1)
car la circulation peut eˆtre mesure´e pre´cise´ment, et vaut Γ = 40 cm2 s−1.
On obtient alors un rapport expe´rimental :
$/2µ = 0.09 (7.2)
Cela a e´te´ obtenu pour une longueur d’onde e´gale a` 4 cm et le rapport λ/a
est donc environ e´gal a` 8. Pour cette valeur, la fre´quence des ondes de Kel-
vin peut eˆtre obtenu a` l’aide des formules donne´es dans Le Dize`s & Laporte
(2001a) et vaut $/2µ = 0.106. Cependant, cette formule est valable dans
une zone restreinte de longueurs d’ondes. Aux longueurs d’ondes conside´re´es,
elle s’e´carte de fac¸on visible de la courbe calcule´e nume´riquement par Sipp
(1999), qui prend en compte les effets visqueux au niveau des couches cri-
tiques. Cette courbe est trace´e dans la figure 7.5. Notre re´sultat expe´rimental
se trouve au milieu entre les deux re´sultats pre´ce´dents, et pre´sente un bon
accord avec ces pre´dictions. Cependant, il ne permet pas de confirmer ou
d’infirmer ces pre´dictions.
Ce premier re´sultat est encourageant, et nous pensons donc qu’il est
possible d’obtenir expe´rimentalement la relation de dispersion des ondes de
Kelvin par cette technique en faisant varier la longueur d’onde excite´e.
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Fig. 7.6 – Visualisation de l’e´clatement tourbillonaire qui apparaˆıt en pre´sence d’un
fort e´coulement axial sur un tourbillon solitaire.
7.4 Pre´sence d’un e´coulement axial
Nous aimerions e´tudier l’influence d’un e´coulement axial sur l’instabi-
lite´ elliptique, pour savoir si les longueurs d’onde et les taux de croissance
sont modifie´s en pre´sence d’un e´coulement axial. En effet, dans de nom-
breuses applications, les tourbillons posse`dent une vitesse axiale au centre.
Par exemple, les tourbillons derrie`re une aile d’avion posse`dent une forte
vitesse axiale, le fluide e´tant entraine´ par l’aile.
Pour cre´er des tourbillons posse´dant une vitesse axiale, nous allons uti-
liser des plaques le´ge`rement triangulaires. Cela entraˆıne un gradient de cir-
culation le long de l’axe des tourbillons, qui provoque une vitesse axiale. Ce
proce´de´ a e´te´ utilise´ avec succe`s dans le cas d’un tourbillon unique. La pale
e´tait de largeur nulle en bas et d’une largeur de 20 cm en haut. Cela cre´ait
une forte vitesse axiale au cœur du tourbillon. Le vortex e´tait alors instable
par rapport a` l’e´clatement tourbillonaire, qui est visualise´ dans la figure 7.6
et qui fait l’objet d’une e´tude extensive a` l’heure actuelle.
Dans le cas de deux tourbillons, il faut que la vitesse de rotation de la
paire soit constante le long des axes, pour e´viter que les vortex s’enroulent
en spirales autour du centre de rotation. Or nous avons vu que la vitesse de
rotation de deux tourbillons asyme´triques est proportionnelle a` la circulation
totale des deux vortex. Il faut donc cre´er des tourbillons dont la circulation
augmente dans le sens des z positifs pour l’un et dans le sens des z ne´gatifs
pour l’autre. Cela semble eˆtre possible en prenant deux pales triangulaires
inverse´es. Les vitesses axiales se propageront alors dans des sens oppose´s le
long des vortex. Mais cela ne devrait pas influencer l’instabilite´ elliptique
qui ne devrait pas de´pendre du sens de la vitesse axiale.
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8. CONCLUSION
Dans cette e´tude, nous avons apporte´ des re´sultats expe´rimentaux nou-
veaux sur l’interaction de deux tourbillons corotatifs, paralle`les et de meˆme
circulation. Ils ont e´te´ cre´e´s dans l’eau par deux pales mises en rotation
de manie`re impulsive. Leur profil de vorticite´ est tre`s proche de celui d’un
vortex Gaussien de taille a et de circulation Γ : ω = Γe−r2/a2/pia2.
Nous avons analyse´ cet e´coulement au moyen de visualisations au co-
lorant en vue de coˆte´ et dans des coupes perpendiculaires aux axes des
tourbillons. Nous avons de plus effectue´ des mesures par Ve´locime´trie par
Images de Particules (PIV) pour obtenir les champs de vitesse dans des
plans perpendiculaires aux axes des tourbillons. A cet effet, nous avons cre´e´
un algorithme de PIV, optimise´ pour les e´coulements posse´dant de forts
gradients de vitesse. D’une part, les feneˆtres d’interrogation sont translate´es
de manie`re syme´trique, afin que la diffe´rence entre la vitesse Eulerienne en
un point du champ de vitesse et le de´placement Lagrangien des particules
soit un second ordre par rapport au temps entre les deux images. D’autre
part, les feneˆtres d’interrogation sont de´forme´es dans un processus ite´ratif,
de manie`re a` ce que les pics de corre´lation ne soient pas affecte´s par les
gradients de vitesse. Enfin, un filtre Gaussien est applique´ sur les images a`
la premie`re ite´ration afin de diminuer le nombre de vecteurs faux sur cette
ite´ration.
Il apparaˆıt qu’a` faible nombre de Reynolds, les deux tourbillons restent
bidimensionnels et laminaires, mais fusionnent en un unique tourbillon selon
un me´canisme posse´dant trois e´tapes. Dans une premie`re e´tape, dont la
dure´e est de l’ordre du temps visqueux, les deux tourbillons se comportent
comme deux tourbillons quasi-ponctuels : la paire tourne sur elle-meˆme avec
une pe´riode e´gale a` celle de deux vortex ponctuels et leur taille de cœur a
augmente comme pour un vortex de Lamb-Oseen dans un fluide de viscosite´
cine´matique ν (a2 = 4νt).
Lorsque le rapport a/b de la taille du cœur et de la distance de se´paration
atteint une valeur critique, apparaˆıt une transition vers une deuxie`me e´tape,
re´gie par des phe´nome`nes convectifs : les deux tourbillons se rapprochent et
fusionnent en une demi-pe´riode de rotation de la paire, tout en e´jectant
des filaments de vorticite´. En mode´lisant le temps de fusion en fonction du
nombre de Reynolds, nous avons de´termine´ de manie`re pre´cise le crite`re de
fusion : le syste`me de deux tourbillons Gaussiens de taille a se´pare´s par une
distance b devient instable lorsque le rapport a/b est supe´rieur a` 0.244. Ce
crite`re est en accord avec les e´tudes the´oriques et nume´riques pre´ce´dentes,
si l’on suppose que la taille du cœur est de´finie a` partir du moment d’ordre
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deux J de la vorticite´ (a =
√
J/Γ ). Nous avons construit un mode`le simplifie´,
en calculant le moment angulaire comme la somme du moment angulaire
de deux vortex axisyme´triques et du moment angulaire des filaments de
vorticite´. La conservation du moment angulaire total fixe alors la distance
de se´paration pour chaque taille de cœur, et indique que pour une taille de
cœur critique, la distance de se´paration saute de manie`re convective jusqu’a`
une valeur deux fois plus faible.
Dans une troisie`me e´tape, les filaments de vorticite´ s’enroulent autour
du tourbillon nouvellement forme´, qui redevient axisyme´trique par l’effet
couple´ de la diffusion visqueuse et de la rotation diffe´rentielle. Le carre´ de la
taille du cœur apre`s la fusion est plus grand d’un facteur deux par rapport
au carre´ de la taille du tourbillon initial, ce qui est interme´diaire entre les
re´sultats de deux the´ories.
Cette description de la fusion est repre´sentative des e´coulements a` faible
nombre de Reynolds, dans lesquels les tourbillons restent bidimensionnels
et laminaires. Cependant, lorsque le nombre de Reynolds est supe´rieur a`
2000 l’e´coulement devient de nature tre`s diffe´rente. Bien que l’instabilite´ de
Crow (a` grande longueur d’onde) n’apparaisse pas en raison de la rotation
du syste`me, il apparaˆıt une instabilite´ tridimensionnelle a` petite longueur
d’onde, lie´e a` l’instabilite´ elliptique des modes de Kelvin de nombres azi-
mutaux +1 et -1. Pour chaque vortex, elle prend la forme d’une ondulation
sinuso¨ıdale du cœur du vortex, a` l’inte´rieur d’un tube de courant invariant,
comme dans le cas d’une paire de tourbillons ne tournant pas sur elle-meˆme.
La longueur d’onde est plus grande qu’en l’absence de rotation du syste`me,
ce qui est en accord avec la condition de re´sonance triadique des modes
de Kelvin. De plus, le taux de croissance et la bande de longueur d’onde
augmentent de manie`re significative, car la valeur du champ d’e´tirement au
cœur de chaque vortex est amplifie´e par la rotation du syste`me. Les mesures
de taux de croissance et de longueurs d’onde sont en tre`s bon accord avec
les pre´dictions the´oriques. Enfin, cette instabilite´ tridimensionnelle modifie
la fusion de manie`re significative. Les tourbillons fusionnent pour des rap-
ports a/b de la taille du cœur et de la distance de se´paration plus faibles, et
donnent lieu a` un tourbillon final plus turbulent qu’en l’absence d’instabilite´
tridimensionnelle.
Dans une troisie`me partie, nous avons analyse´ l’e´volution d’une tache de
colorant initialement place´e dans un des deux tourbillons. Avant la fusion,
ce scalaire s’enroule en une spirale et est soumis a` de l’hyperdiffusion a` cause
de l’action couple´e de l’e´tirement et de la diffusion. Un mode`le simple pre´dit
que le scalaire chute comme t−3/2 pour des temps supe´rieurs a` un temps de
me´lange, qui est de l’ordre du nombre de Pe´clet a` la puissance 1/3. A partir
de ce mode`le, nous avons calcule´ the´oriquement les densite´s de probabilite´
du scalaire en fonction du temps, et nous avons observe´ qu’elles varient
tre`s peu en fonction du temps, bien que le scalaire chute dans le temps de
manie`re significative. Les re´sultats expe´rimentaux confirment cette e´volution
et sont en tre`s bon accord avec la pre´diction the´orique aux temps courts.
Finalement, l’e´volution de la densite´ de probabilite´ du scalaire est mesure´e
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expe´rimentalement au cours de la fusion. Elle semble invariante dans le
cas de la fusion laminaire sans instabilite´ tridimensionnelle. Par contre, le
scalaire est fortement dilue´ et probablement me´lange´ avec lui-meˆme dans
le cas de la fusion turbulente en pre´sence de l’instabilite´ tridimensionnelle,
indiquant que la fusion est alors de nature radicalement diffe´rente.
Notre e´tude re´ve`le ainsi la complexite´ de cet e´coulement, qui est pourtant
une des interactions les plus e´le´mentaires entre deux tourbillons. L’instabi-
lite´ elliptique de chaque tourbillon est issu d’un me´canisme physique simple,
et semble eˆtre bien pre´dictible the´oriquement. Par contre, nous avons vu
apparaˆıtre un processus de filamentation de la vorticite´, qui joue un roˆle
important dans la fusion et dans le me´lange. Ce phe´nome`ne est mal compris
a` l’heure actuelle et peut grandement augmenter la complexite´ de la turbu-
lence bidimensionnelle et tridimensionnelle. De plus amples renseignements
sont ne´cessaires pour une meilleure compre´hension du phe´nome`ne.
Dans l’avenir, il apparaˆıt opportun de ge´ne´raliser les observations qui
ont e´te´ faites jusqu’a` pre´sent dans un cadre tre`s acade´mique. La fusion bidi-
mensionnelle de deux tourbillons posse´dant des circulations ou des tailles de
cœur diffe´rentes sera e´tudie´e ulte´rieurement. De plus, l’effet d’un e´coulement
axial sur la pre´sence et les caracte´ristiques de l’instabilite´ elliptique sera
analyse´ de manie`re expe´rimentale et the´orique. Enfin, le me´lange des deux








AU COURS DE LA FUSION DE VORTEX
Dans cette annexe, la publication parue en tant que lettre dans Physics of
Fluids, 13(10) 2747–2750 (2001) sous le titre “ Three-dimensional instability
during vortex merging ” est reproduite.
168 A. Instabilite´ tri-dimensionnelle au cours de la fusion de vortex
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B. UN CRITE`RE DE FUSION POUR DEUX
VORTEX CO-ROTATIFS
BIDIMENSIONNELS
Dans cette annexe, nous pre´sentons les re´sultats des travaux effectue´s en
collaboration avec Uwe Ehrenstein et Maurice Rossi, et qui ont donne´ lieu a`
une publication soumise a` Physics of Fluids sous le titre “ Three-dimensional
instability during vortex merging”.
170 B. Un crite`re de fusion pour deux vortex co-rotatifs bidimensionnels
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C. INTE´RACTION CONTROLE´E DE
VORTEX CO-ROTATIFS
Dans cette annexe, nous pre´sentons les re´sultats des travaux effectue´s
en collaboration avec Florent Laporte et Denis Darracq, et qui ont donne´
lieu a` une publication soumise a` Aerospace Science Technology sous le titre
“ Controlled interaction of co-rotating vortices ”.
172 C. Inte´raction controle´e de vortex co-rotatifs
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Experimental Study of Two
Corotating Vortices
Abstract
This thesis deals with the experimental study of two parallel corotating
vortices of equal circulation. The vortices are created in water by the impul-
sive movement of two flat plates, and are analysed using dye visualizations
and Particle Image Velocimetry (PIV). We have created a PIV algorithm,
optimized for flows with high velocity gradients, which translates the inter-
rogation windows in a symmetric way, and deforms them according to the
velocity gradients.
At low Reynolds numbers, the vortices remain two-dimensional and la-
minar, and merge into a single final vortex in a three-stage mechanism: (1)
the viscous growth of the core radii up to 24% of the separation distance,
(2) the convective merging, i.e. the kinematic reorganization of the vorticity
into a single core with spiral arms of vorticity, and (3) the axisymmetriza-
tion and viscous diffusion of the final vortex. The final vortex has a core
size whose square is twice the square of the core size of the initial vortices.
By analyzing the angular momentum of the filaments, we have constructed
a model which predicts a destabilization of the vortex pair with a sudden
decrease of the separation distance, when the core size exceeds a critical
value.
At high Reynolds numbers, the merging process is modified by the deve-
lopment of a three-dimensional instability, linked to an elliptic instability of
the vortex cores, which creates a wavy perturbation of the vortex centerline
inside an invariant stream tube. The growth rate and the width of the band
of unstable wavelengths increase with the rotation of the vortex pair, and
the experimental measurements are in good agreement with theoretical pre-
dictions. Merging of the vortices appears for smaller core sizes and leads to a
bigger and more turbulent vortex than in the absence of a three-dimensional
instability.
At last, we analysed the evolution of a blob of dye in one of the vortices.
At early stages, this scalar is subject to a hyperdiffusion process, due to
the coupled presence of stretching and diffusion. A simple model predicts
a temporal decrease of the scalar as t−3/2, but shows that the probability
density function of the scalar is stationary, in agreement with the experi-
mental result. At late stages, the probability density function of the scalar is
not modified by the two-dimensional merging, but is displaced towards low
values of the scalar in the case of turbulent merging, linked to the presence
of high stretching rates in the three-dimensional flow.
Keywords: Vortex dynamics, vortex merging, elliptic instability, hyper-
diffusion of a scalar, PIV, dye visualizations.
Re´sume´
Cette the`se porte sur l’e´tude expe´rimentale de deux tourbillons corotatifs
paralle`les, cre´e´s dans l’eau par le mouvement impulsionnel de deux plaques
planes, et analyse´s au moyen de visualisations au colorant et de Visualisation
par Images de Particules (PIV). Nous avons cre´e´ un algorithme de PIV
optimise´ pour les e´coulements a` forts gradients de vitesse, qui translate les
feneˆtres d’interrogation de manie`re syme´trique puis les de´forme en fonction
des gradients de vitesse.
Aux faibles nombres de Reynolds, les tourbillons restent bidimension-
nels et laminaires et fusionnent en un unique vortex en trois e´tapes : (1) la
croissance visqueuse des cœurs jusqu’a` une taille critique e´gale a` 24% de la
distance de se´paration, (2) la fusion convective, et (3) l’axisyme´trisation du
vortex final, dont le carre´ de la taille du cœur vaut deux fois le carre´ de
la taille des vortex initiaux. Un mode`le, base´ sur le moment angulaire des
filaments, pre´dit une de´stabilisation du syste`me de deux vortex et une chute
de la distance de se´paration, lorsque la taille du cœur de´passe une valeur
critique.
Aux nombres de Reynolds e´leve´s, il apparaˆıt une instabilite´ tridimension-
nelle, lie´e a` l’instabilite´ elliptique des cœurs des vortex, cre´ant l’ondulation
des cœurs des vortex a` l’inte´rieur d’un tube de courant invariant. Le taux
de croissance et la largeur de la bande de longueurs d’onde sont en tre`s bon
accord avec les pre´dictions the´oriques. La fusion apparaˆıt pour des tailles de
cœur plus faibles, et donnent lieu a` un vortex final plus turbulent et plus
gros qu’en l’absence de l’instabilite´ tridimensionnelle.
Enfin, nous avons analyse´ l’e´volution d’une tache de colorant dans un
des tourbillons de la paire. Ce scalaire est soumis a` de l’hyperdiffusion graˆce
a` l’action couple´e de l’e´tirement et de la diffusion. Un mode`le simple pre´dit
une de´croissance du scalaire comme t−3/2, mais indique que la densite´ de pro-
babilite´ du scalaire reste stationnaire, ce qui est en accord avec les re´sultats
expe´rimentaux. La densite´ de probabilite´ du scalaire e´volue peu dans le cas
de la fusion laminaire, mais de´croˆıt fortement lors de la fusion turbulente.
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